CAPITULO 7

SISTEMAS LINEALES DE
PRIMER ORDEN

7.1. INTRODUCCION

Estudiaremos el sistema de n ecuaciones lineales de primer orden:

vy = an(t)z1 + an(t) 2 + ...+ a(t) 2, + fi(t)
ry = a9 (t) x4+ an(t)ra + ... 4 aw(t) z, + fo(t)

' (7.1)
= an(t) x1 + ana(t) xo+ .o+ A (t) T + fu(t)
el cual se denomina no homogénea si f; # 0 para algin i =1,2,... n.
El sistema homogéneo asociado al anterior sistema es:
¥y = an(t)x+ .. +an(t)x,
(7.2)

/

x, = an(t)r+ ...+ apa(t) ,
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t t
W] e me] 4
Seai(t)=| . |, AW)=| Loy =]
ralt) all) el (1)
entonces el sistema (7.1) se puede escribir:
/() = AW F(t) + f(1) (7.3)
y la homogénea asociada (7.2) se puede escribir como
z'(t) = A(t) Z(t) (7.4)
Consideremos el problema de valor inicial:
T(t) = AW@)EE) + fl1), (to) = To (7.5)
donde _
L10
. T20
Lo = .
i Tno
Decimos que la funcién vectorial
[ 61(t)
- $2(1)
sw=|"
| #n(?)

es solucién de (7.5), si ¢(t) es derivable, satisface la ecuacién diferencial y la
condicién inicial dada, es decir, si

Z10
- 20 .
P(to) = : = X
Tno

Teorema 7.1.

—

Sean A(t) y f(t) funciones matricial y vectorial respectivamente y continuas

—

en [a, b], entonces existe una unica funcioén vectorial ¢(t) que es solucién del
problema de valor inicial (7.5) en |a, b].
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(Ver la demostracién de este teorema en el Apéndice)
Ejemplo 1. Consideremos el sistema lineal

) = —dw) — 1y
Th =11 — 2T

con z1(0) =1y 22(0) = 2.
Solucién: el sistema puede escribirse como:

EIR il

(&

- e 3t - 1—t)e 3
¢1(t) = { 3 } . ;e(l) = { ( ¢ —>3t }
También ( pe"
- 1—-3t)e”
olt) = [ (2+3t) e }
es un vector solucién que satisface la condicion inicial.

Nota: toda E.D. de orden n se puede reducir a un sistema de E.D. de
primer orden. En efecto, sea

x(n) = f(ta LIZ',.’L'/, e 7'73(7171)) (76)

una E.D. de orden n (lineal o no lineal), donde ¢ es la variable independiente,
haciendo
r=x1, 2 =x9, 2" =3, , 2"V =1,

obtenemos el siguiente sistema de primer orden:

Ty = X9
/

(7.7)

~

€T g f(t’ x) x/’ P ’m(nfl))
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la E.D. 7.6 es equivalente al sistema 7.7, esto quiere decir que si x(t) es solu-
cién de 7.6 entonces x1 = x, 1o = o', x5 = 2", -+, x,, = 2™V son solucién
del sistema 7.7 y reciprocamente, si xy(t), z2(t),- -+ ,2,(t) son solucién del
sistema 7.7 entonces z(t) = x1(¢) es solucién de la E.D. de orden n 7.6.

Ejemplo 2. Convertir en un sistema la siguiente E.D.:
2" — 62" + 112’ — 62 = sent

Solucién: hagamos ©; = x, o = 2/, x3 = x” y obtenemos el siguiente
sistema

¥y =12 =z

xh =1" = 13

ry =" = 62" — 112’ + 6x + sent = 6x3 — 11wy + 621 + sent
= 6xy — 11xy + 623 + sent

matricialmente la E.D. queda asi

=2l =10 0 1| ||+ | O
xh 6 —11 6| |z sent

7.2. CONJUNTOS FUNDAMENTALES Y
SISTEMAS HOMOGENEOS

Consideremos el sistema homogéneo ¥’ = A(t) ¥ donde & es un vector de
n componentes y A(t) una matriz de n x n.
Si ¢1(t), ..., dn(t), son n soluciones linealmente independientes del sistema,
entonces decimos que este conjunto es un conjunto fundamental de soluciones;
la matriz

ou(t) -+ ()

Onlt) o ol

0 sea, la matriz cuyas columnas son ¢, (t),... ,(En(t) los cuales son lineal-
mente independientes, la llamamos una matriz fundamental y decimos que
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() es una solucién matricial ya que cada una de sus columnas es solucién

de ' = A(t) 7.

Definicién 7.1 (Matriz Principal). Decimos que la matriz fundamental
p(t) es matriz principal si

p(to) =1=
Nota: esta matriz es Unica.

Definicién 7.2 ( Wronskiano). Sea ®(t) una matriz solucion (es decir, cada
columna es un vector solucién) de &' = A(t) ¥, entonces W (t) = det ®(t) lo
llamamos el Wronskiano de ®(t).

Observacion: si ®(¢) es una matriz fundamental, entonces

W(t) = det () £ 0

7.3. METODO DE LOS VALORES Y
VECTORES PROPIOS

Consideremos el sistema

7' = AT (7.8)
z1(t
xigt; apy 0 Qip
donde #(t) = , y A= : : es una matriz constante
[L'n(t) Qp1 -+ Qpp
El objetivo es hallar n soluciones linealmente independientes: 7 (t), . .., Z, ().

Para ello imaginemos la solucién del tipo #(t) = e @, donde ¥ es un vector
constante, como
d i
—e
dt

U=\ M
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y A(e* ) = e AT, de (7.8) tenemos que:
MM =AM D) =M AT,
luego
AT =\ (7.9)
Es decir, #(t) = e** ¥ es solucién de (7.8) si y solo si A y ¥ satisfacen (7.9).

Definicién 7.3 (Vector y valor propio). Un vector v # 0 que satisface
AU = MU se le llama vector propio de A con valor propio .

NOTA:

» v = 0 siempre satisface AU = A\ para cualquier matriz A, por esto no
nos interesa.

= )\ es un valor propio de la matriz A si y solo si
AT = & AT -\ =(A - AT =0 (7.10)
es decir, U satisface sistema homogéneo de n ecuaciones con n incognitas
(A= XNT=0 (7.11)

donde [ es la matriz identidad.

La ecuacién (7.11) tiene una solucién @ # 0 si y solo si det(A— ) = 0,
luego los valores propios de A son las raices de la ecuacién.

ay — A Q12 cee A1n
a Qogg — A -+ Qo
0= det(A — ) = doo ?
an1 an2 e Ann — )\

= Polinomio en A de grado n = p(\).
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Definicién 7.4 (Polinomio Caracteristico). . Al polinomio p(\) de la
nota anterior lo llamamos el Polinomio Caracteristico de la matriz A.

Como los vectores propios de A son los vectores v # 0 que satisfacen la
ecuacion vectorial

(A= X7 =0.

y como p(\) = 0, tiene a lo sumo n raices, entonces existen a lo sumo n
valores propios de A y por tanto existen a lo sumo n vectores propios lineal-
mente independientes.

El siguiente teorema se demuestra en los cursos de Algebra Lineal.

Teorema 7.2.
Cualesquiera k vectores propios vy, . .., U} correspondientes a k valores pro-
pios diferentes A1, ..., A\, respectivamente, son linealmente independientes.

Pasos para hallar los valores y vectores propios de A:
» Hallar p(\) = det(A — \I) = 0.

» Hallar las raices Aj,..., A, de p(A\) =0.

= Para cada valor propio \;, resolver el sistema homogéneo

(A= NI)T=0.

Ejemplo 2. Hallar tres soluciones linealmente independientes, una matriz
fundamental y la solucién general del siguiente sistema:

1 -1 4
r’'=13 2 =1|7
2 1 -1

Soluciodn: el polinomio caracteristico es

1-x -1 4
p(N) =det(A=X)=| 3 2=X -1 | =—-(N -2 -51+6)=
2 I
=-A-1D)A+2)(A-3)=0

luego los valores propios son: A\ =1, \g = =2, A3 =3
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Hallemos los vectores propios:
Para A\ = 1, tenemos que

1-1 -1 4 () 0 -1 4 U1 0
(A-1.1)v = 3 2—-1 -1 vyl =13 1 —1f [ve| = |0
2 1 —1—=1] |vs 2 1 =2 |vs 0

escalonemos la matriz de coeficientes por reducciéon de filas

0 —1 . 0_41{(1)0_1431 0 —1 4
3 1 —1| =W 0g o gl BBy g g B2 g g
R31(1) Rg(l)
2 1 =2 2 0 2 2 1 0 1 0O 0 O
luego vy = 4us, vy = —wv3, w3 = vz, por lo tanto
—1 —1 —e!
v=| 4 = FH=c | 4| =4
1 1 et
Para Ay = —2, tenemos que
1+2 -1 4 U1 3 —1 4 U1 0
(A42.1)7 = 3 242 -1 v =13 4 —1| |va] = |0
2 1 —1+2]| |us 2 1 1 U3 0
escalonemos la matriz de coeficientes por reduccion de filas
3—14R4 3_14R(i)3_1434 -1 -1 0
304 1| 2% s 0 15| —5 o0 1| 2% 0 1
2 1 1| "0 s o 5| B 1 0 1] Y o 0 o0
luego vy = —vy, w3 = —vy, v; = vy, por lo tanto
1 1 e 2t
T=|—-1| = Zy=e2|-1|=|—*
-1 —1 —e 2
Para \y = 3, tenemos que
1-3 -1 4 U1 -2 -1 4 U1 0
(A=3.1)0= 3 2—3 —1 | =13 —1 —1| [v] =10
2 1 —1—-3]| |vs 2 1 —4| |vs 0




7.3. METODO DE LOS VALORES Y VECT. PROPIOS 255

escalonemos la matriz de coeficientes por reduccion de filas

—2 -1 47 =2 -1 4] L [ 1,
3 -1 —1| =2 s o 5| 28N |1 o —q] feW
9 1 —4| O o o 0 0 0 0

2 —1 0

1 0 -1

0 0 0

luego vy = 2vy, v3 =wvy, v = vy, por lo tanto

1 1 edt
T= 12| = &= 2] = |2e¥
1 1 et

Las tres soluciones son 71, T, I3, como los tres valores propios son diferentes
entonces Ti, T, I3 son linealmente independientes, o sea que la matriz
fundamental es

t —2t 3t

—e' e e
@(t) = [fl, fg, fg] = | 4et —6_2t 2€3t
ot e ot
La solucion general es
(& Cy
Z(t) = C171(t) + Coda(t) + C33(t) = O(t) |Co| = [¥1, To, T3] |Co
Cs Cs

RAICES COMPLEJAS.

Si A = a+ i es un valor propio o caracteristico de A con vector propio

asociado ¥ = ¥} +i0,, entonces F(t) = e ¥ es una solucién vectorial compleja
de @' =A%

La solucion vectorial compleja da lugar a dos soluciones vectoriales reales,
en efecto:

Lema 7.1.

Sea Z(t) = &1(t) + iZ5(t) una solucién vectorial compleja de ¥ ' = AZ,
entonces T1(t) y Z5(t) son soluciones vectoriales reales de 7' = AZ.
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Demostracién: como Z(t) es solucién de &' = A & entonces
Ty (t) + iy '(t) = A(Z1(t) + iT2(t)) = AZy(t) + 1ATS(2)
e igualando parte Real y parte Imaginaria:
=A% y I =Ad,
o sea que Z1(t) y Z3(t) son soluciones. |

Obsérvese que Z1(t) = Re{Z(t)} To(t) = Im{Z(¢t)}

NOTA: si A =a+if es un valor propio complejo y v = ¥ + it es un
vector propio complejo asociado a A entonces

7= Mg = TP (G 4 ity = e (cos Bt + isen Bt) (T, + ith)

— ot [0 cos ft — Uy sen 5t + i(¥ sen St + U cos Gt)]

Por tanto si A = « + i es un valor propio de A con vector propio v =
U1 + 10y, entonces

T = e™ (0 cos Bt — Uy sen Bt), Ty = (U sen Bt + ¥, cos [t) (7.12)

son dos soluciones vectoriales reales de #'(t) = Az y son linealmente inde-
pendientes.

Ejemplo 3. Hallar dos soluciones vectoriales reales linealmente indepen-
12 —17} .

dientes del siguiente sistema: ¥’ = [ RS

Solucion: hallemos el polinomio caracteristico

{12 S N—

—\2 _ _
| _4_)\}_)\ 8\ +20=0

p(A) =
los valores propios son A\ = 4 + 21, Ay =4 — 2i,por tanto aw = 4, § = 2.
Si A\; =4 + 2i entonces

=

(8 =2i)vy — 1Ty =0 y 4v; 4+ (=8 — 2i)vy =0
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como estas dos ecuaciones son linealmente dependientes, se toma una cualquiera
de las dos, por ejemplo la primera

1 . L 1
U2—1—7(8—22)U1, v =v = U= L%(g_%)] U

8 — 2 8

tomando v; = 17 tenemos v = [ 17 } = {17} +1 [_2

8 —2
Por lo tanto las dos soluciones vectoriales reales son:

=[] n- )
€sCogemos como U] = , Uy =

Z1(t) = e () cos ft — Uysen ft) = e*t ( {187} cos 2t — [_02} sen 2t)

4 17 cos 2t
o 8 cos 2t + 2sen 2t

y también

To(t) = e™ (T sen ft + U cos Bt) = e* ( {187} sen 2t + [_02} cos Qt)

o 17sen 2t
o 8sen 2t — 2 cos 2t

Nota: si se utiliza el otro valor propio Ay = 4 — 2i y se sigue el mismo
procedimiento se llega a que

17 cos 2t 17sen 2t
— At = _ At
n(t) =e [8 cos 2t — 2 sen 24 , Blt)=e [8 sen 2t + 2 cos 24

que también son dos soluciones linealmente independientes de la E.D., es de-
cir, que de acuerdo a la seleccién que hagamos ya sea en los valores propios
o en las ecuaciones lineales cuando escalonemos la matriz de coeficientes,
tendremos respuestas diferentes, esto se debe a que escogemos vectores base
U1, Uy diferentes.

RAICES IGUALES.
La matriz e?* que definimos a continuacién, cuya existencia esta demostrada
en el Apéndice A.3 .
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Definicién 7.5 (Matriz exponencial). Si A es una matriz n X n y cons-
tante

t? "
eM=T+tA+ A%+ . + A"+ . ..
2! n!
Esta serie es convergente para todo ¢ y para toda matriz A, «, constante.

Derivando formalmente (Ver la demostracion de la derivada en el Apéndice
A.4), tenemos

d 2 ot
— =A+At+... .+ —— A"+ ...
e A o AT
n—1
—A(T+At+.. . +—— A"+ ... | = Ae™
(n—1)!

Por tanto, e’ # es una solucién de # ' = A%, donde ¥ es un vector constante.
En efecto

d
— (eM7) = AeMiT = A (e D)
At ~——> ~——

— —

x T
También en el Apéndice se demuestran las siguientes propiedades.
Propiedades:
i). (eAt)—l — A

11) 6A(tJrs) — At pAs

iii). Si AB = BA, donde A, ¥ Bpxn, entonces e+8t = At Bt

Observacion:
My =

Yaque (A—AXDA = (A)(A—)XI)

eAt—/\It-i-)\It,J — e(A—)\I)te)\It,U (713)

t2
Pero My = {I%—)\It—i-()\[)za—i-...] v

\?t2
= {1+>\t+7+..} 17 = My

sustituyendo en (7.13)

Ay = eMeA Ay (7.14)
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Si ¢ satisface (A — AI)"¥0 = 0 para algin entero m, entonces la serie infinita
de e~ termina después de m términos; en efecto,

(A= X)™eg = (A — M)(A — \I)™7 = 0.

Por tanto
(A—AD)t t? !
M o= [T+ (A=A A=AN) =+ ...+ (A=-A)""" —| U
e U + (A=At +( )\)2!4- + (A - X) =D v
t2 , 2fm—l .
= ’U—!—t(A—)\[)’U—i-i(A—)\I)’U-i—...—i-(m_ )'(A—AI) U
en (7.14):
e = MU+ t(A — N)T
t2 ) tm—l .
—(A=A)U+... 4+ —— (A= )" 1
+2!( VAROES +(m—1)!( AL)™ 4] (7.15)

Algoritmo para hallar las n soluciones linealmente independientes

1. Hallar los valores y vectores propios de la matriz A. Si A tiene n vec-
tores propios linealmente independientes entonces ¥ = AZ tiene n
soluciones linealmente independientes de la forma e 4.

2. Si A tiene k < n vectores propios linealmente independientes, entonces
se tienen k soluciones linealmente independientes de la forma e*#. Para
encontrar las soluciones adicionales se toma un valor propio A de A y

se hallan todos los vectores U tales que
(A= X)20=0 vy

Para cada uno de estos vectores v

(A— X7 #0.

e = M A A — AT 4 (A — M)
es una solucién adicional de ¥’ = AZ. Esto se hace para todos los

valores propios de A.
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3. Si aun en el paso anterior no se han conseguido las n soluciones lineal-
mente independientes, entonces se buscan los vectores ¥ tales que

(A=X)P5=0 y (A-=XD*G#0

por lo tanto
t2
Mg = M+ (A - N)T + E(A — )27

—

es una nueva solucion linealmente independiente de 7/ = A Z.

4. Se continua de la misma manera hasta completar n soluciones lineal-
mente independientes.

Ejemplo 4. Resolver por el método anterior el problema de valor inicial

luego A = 2 es un valor propio de A con multiplicidad 3.
Hallemos los vectores propios asociados a A = 2, estos vectores deben satis-
facer la ecuacion

0 1 2 U1 0
(A—2D)7= 10 0 —1| || = |0
00 O U3 0
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luego vo = 0, v3 = 0 y v; = vy, por lo tanto el vector propio asociado a A = 2

es
1

Of,
0

la solucion asociada a este vector propio es
71 (t) = e*v=e* |0],
0

luego la dimension del espacio propio asociado al valor propio A = 2 es uno,
esto quiere decir que debemos hallar un vector v tal que

(A-20)*0=0 y (A-=20)7#0

01 2 01 2 0 0 —1] |v 0
(A-21)%*=1{0 0 —=1| [0 0 =1|o=1]0 0 O | [va| =[O0
00 O 0 0 O 0 0 0 U3 0
es decir v3 = 0, v; y v9 son parametros; elegimos v; = 0y vy = 1 de tal
0
manera que el vector ¥ = |[1]| sea linealmente independiente con el vector
0

U= hallado anteriormente

o O =

La solucién asociada a U es

15(t) = eM[T+ t(A — A)v) = [0 + (A — 21)7]
0 01 270 0 1 t
=e[|1| +t |0 0 —1] |1|]=€¥[|1]| +t|0|]=¢*"|1
0 00 0]10 0 0 0

como (A — 2I)*7 = 0 tiene dos soluciones linealmente independientes
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se debe buscar otra solucién linealmente independiente con las anteriores,
que cumpla la condicion

(A-20)35=0 vy (A=20)2T#0

o oo
S
v}
I
oo o

0
luego vy, v9 vy v3 son parametros, entonces escogemos v = [0 | de tal manera
1

1 0

que sea linealmente independiente con |0 y |1| y que ademés cumpla
0 0

(A — 2125 # 0.
Como el sistema es 3 x 3, entonces la tltima soluciéon es

t2 t2
73(t) = e“[17+t(A—>\I)U+§(A—)\I)26] = th[U+t(A—21)17+§(A—2I)2'U]

0 01 27[0] o0 1 2717 [0
=eX[|0] +t |0 0 —1 0l +5 100 1 0]
1 00 0f]1 00 0] |1
0 2 2[00 —1] [0 0 [ 2 2 [
=e[|0f +t |1 +510 0 0 0|]=€*[|0] +t|-1 +5 (0 ]
1 0 00 0f]1 1 0 0
o2t — &
= e —t
1
La solucion general es
1 ¢ 2t — &
f(t):C'lx_i(t)—l—ng_é(t)—i—ng_é(t):Cle2t 0 +Cg€2t 1 +Cg€2t —t
0 0 1

en t = 0 se tiene que

1 1 0 0
1 0 0 1
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luego C1 =1,Cy =3y C3=1

La solucién particular buscada es

145t %
Ft)=e*| 3—t
1

Nota: en algunos casos el valor propio repetido A de multiplicidad m puede
producir m vectores propios, en otros casos (como en el ejemplo anterior)
puede producir menos de m vectores propios, teniéndose que completar el
resto (hasta completar m) con los que llamaremos vectores propios genera-
lizados.

Definicién 7.6 (Valor propio defectuoso). Un valor propio A de multipli-
cidad m > 1 se le llama defectuoso si produce menos de m vectores propios
linealmente independientes. Si \ tiene p < m vectores propios linealmente
independientes, al niimero d = m — p de vectores propios faltantes se le llama
el defecto del valor propio defectuoso A

En el ejemplo anterior A = 2 tiene multiplicidad m = 3 y solo produjo
p = 1 vector propio, al nimero d = m —p = 3 — 1 = 2 de vectores propios
faltantes se le llama el defecto del valor propio A = 2, los dos vectores propios
faltantes se consiguen con vectores propios generalizados.

Observaciones.

1. Si A es un valor propio de la matriz A, denominamos vector propio
generalizado de rango m asociado a A, al vector v tal que

(A=XD"0=0 y (A=X)""'5#0

Cuando m = 1, el vector ¢ es un vector propio generalizado de rango
uno y es también un vector propio ordinario; cuando m = 2, el vector
U es un vector propio generalizado de rango dos, pero no es un vector
propio ordinario.

Una cadena de longitud m de vectores propios generalizados originados
en el vector propio v7 es un conjunto de m vectores propios generaliza-
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dos {01, v3,...,vun} tales que
(A= N)Ty, = Ty
(A= AD)Tp1 = Upo
(7.16)
(A= M)vy =1y

Si sustituimos 7,1 en la segunda expresion de (7.16) y luego ¥,,—o en
la tercera expresion y asi sucesivamente, tenemos que

(A= X" 15, =, (7.17)

y como v; es un vector propio ordinario, entonces premultiplicando
(7.17) por (A — M) se llega a que

(A= X0, = (A= X)#, =0

en general para j =1,...,m—1:

(A= M) 0, = Ty (7.18)
Utilizando (7.18) se puede mostrar que la cadena {01, 03, ..., v} es un
conjunto de vectores linealmente independientes, para ello suponemos
que

041171+042172+...+04m17m:0

se premultiplica por (A — AI)™"! y se llega a que «,, = 0, en forma
similar se demuestra que «,,_1 = 0 y asi sucesivamente hasta mostrar
que a; =0

2. Utilizando (7.15) tenemos que

Z(t) = MU, + (A — X)) T+

2—2! (A= X2 Tp 4 ...+ (mL__ll)' (A= XD)""'4,] (7.19)
donde @, satisface (A — AX)"@,, = 0y (A — A)""'G,, = @ # 0 y por
(7.18)

Zt) = My, + th,_y + i Vg + oo + e @] (7.20)
2! (m—1)!
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Algoritmo para una cadena de longitud m
a. Hallar ¢; vector propio de A asociado al valor propio A que satis-
face el sistema: (A — AI)v' = 0.
b. Hallar 05 tal que (A — )ty = 7.
c. Hallar @, tal que (A — A\ )0,, = Up1.

d. La solucién asociada a esta cadena es

t2 tmfl
7(t) = )‘t_’m t0,,_ — U i —
Z(t) = e[V, + tu 1+2!v 2+ +(m—1)!vl]
3. Consideremos el sistema
¥ =ax+b
ey (7.21)
Yy = asx + boy

luego su ecuacion caracteristica es

-XA b
p(A) = det [a1a2 by _1 )\1 = (a1 — A)(by — A) — asb,

= X — (a1 + ba) A + (a1by — ashy) = 0 (7.22)

y supongamos que tiene una raiz A = m con multiplicidad dos.
Supongamos también que

5o A
'~ |B
es el vector propio asociado a A = m y que
A b
2 — Bl

es el vector propio generalizado de rango dos, asociado al valor propio
A =m, es decir

(A-—mD)* =0y  (A—mDth=0,#0

Por tanto las dos soluciones linealmente independientes son

- mt = m A
71 (t) = ™) = ™ {B}
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y por (7.20) la segunda solucién es

) o TA Al L TA + At
To(t) = ™[ty +t7h] = e t[lBi] +t [B}]:e t{Bi—i—Bt}’

la solucion general es

A A+ At
_ mt mt 1
= 016 [B:| + 026 |:B1 4 Bt:| (723)
finalmente
t) = CLAe™ + Cy(A At)e™
x(t) 1Ae™ + Cy (A + At)e (7.24)

y(t) == C’lBemt + CQ(Bl + Bt)@mt

Teorema 7.3.
La matriz X(t),x, es una matriz fundamental de la E.D. vectorial

¥’ = AZ si y solo si satistace la E.D. matricial X'(t) = AX(t) y ademas

Demostracién: sea X(t) = [Z((t),...,Z,(t)] una matriz fundamental de
7' = AZ, entonces

T1(t), Zo(t), ..., 2n(t)

son linealmente independientes y por tanto det X (¢y) # 0.

Derivando la matriz X (t), tenemos
X'(t) = [Z1(8),Z5(), ..., 75 ()]

y como

ATy (t) =2 (t), AZy(t) =T 5(),..., AL, (t) =T (1)

entonces
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luego X (t) es solucion de la E.D. matricial

X' =AX
Reciprocamente como ¥ (tg), ..., T, (to) son linealmente independientes, ya
que det X (ty) # 0; entonces por la nota ii. hecha en la pagina 96 del Cap.

IV, tenemos que

Z1(t), Zo(t), ..., Zp(t) son linealmente independientes

es una matriz fundamental. [ |

Teorema 7.4.

At

La matriz e' es una matriz principal de ¥’ = AZ.

A

Demostracién: en efecto, e’ es solucién de X’ = AX ya que

d
%eAt _ AeAt

A

y por el teorema anterior e’ es una matriz fundamental, ademads,

t2
eAt:I+At+A25+...,
y para t = 0 se tiene que 40 = I. [ |

Teorema 7.5.

Sean X(t) y Y (t) dos matrices fundamentales de ¥ ' = A%, entonces existe
una matriz constante C,,x,, tal que Y (t) = X(¢t)C.

Demostracion: como
X(t) = [#1(t), ..., Zn(t)] es fundamental
entonces 1, ..., T, son linealmente independientes. Similarmente como

Y(t)=[41,...,9s] esfundamental
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entonces v, ..., ¥, son linealmente independientes.
Como 71, ...,Z, es una base, entonces cada y; se puede expresar como una
combinacion lineal de esta base, es decir,

Ch
T r = g — CQi
yi:CIixl—i‘...—f‘Oml’n:[I‘l(t),...,xn(t)] :
Cni
parai =1,...,n, luego
Cn Chn
Cnl Cnn
donde
Cn Cin
C= : : m
Onl e Cnn

El siguiente teorema nos permite hallar una matriz exponencial, cono-
ciendo una matriz fundamental.

Teorema 7.6.
Sea X (t) una matriz fundamental de &' = A% entonces

e = X (t) X H0).

At

Demostracién: sea X (t) una matriz fundamental y como e es matriz

fundamental (principal), entonces, existe
Crxn tal que e = X (1)C

Parat =0 = ¢% =T = X(0)C = C = X 1(0). Luego e** = X (t) X~1(0).
|

Ejemplo 5. Hallar et para

O W o
Ul N =
81
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Solucién:
Hallamos los valores propios, que en este caso son: A=1, A\=3, A=5

1 1 el
Para)\:1:>171: 0 :>fl(t):6t 0 = 0
[ 0 | 0 0
[ 1] [ 1] [ et ]
Para \=3= 0Ty = | 2 | = Zh(t) =¥ = | 2%
| 0 | | 0 | | 0]
(1] (1] [ e ]
Paral=5=0= |2 | = &H{t) =] 2 | = | 2%
| 2 | | 2 | _265t_

y por Teorema 7.2 Z(t), Zo(t), Z3(t) son linealmente independientes.

RO
Luego X (t) 0 2 2€5t es la matriz fundamental.
0 0 2
11 1 —-1-0
- 1 1
Luego X (0 022 |=X40)=10 ol
00 2 0 0 %
Luego
ot Bt oot 1 -1 0
2
Mo XX 0= | 0 2% 2 | |0 F
0 0 2e 0o 0 3
t et 6 e315 eSt
¢ —St5 —Stg
= O 63 _€3t+65t
0 0 ot

Ejercicios. En los siguientes ejercicios, hallar la solucién general para ¥’ =
A Z'y con el Wronskiano comprobar que los vectores solucién son linealmente
independientes.

§ -3
1A= {16 —8]
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(Rta.: #(t) = O, m e m o)

12 —15
2 -2

(Rta.: 7(t) = Cy B] e [g] o)

4 5
=[5

(Rta.: 7(t) = cl[{ _54} cos 24— [g] sen2t]+Cg[B] cos 21+ [ K 4} sen 2¢))

0
1
0

(Rta.: 7(t) = Oy | -3
2

0 0
0 |cos2t+ |1| sen2t])
—1 0

(=2 1],
=1 —4|”

a_,/,’/
(Rta.: A = —3(mult.2),vector propio @ = [1 — 1|7, z,(t) = (Cy + Cy +
Ogt)€_3t, Ig(t) = (—Cl — Cgt)6_3t>

el + Coel

0
cos 2t — |: 0 ] sen 2t]
1

+ Cget[

-3 0 -4
6. 7' =|-1 -1 —-1|72
10 1
(Rta.: A = —1(mult.3) defectuoso, z;(t) = (—2Cy+C5—2C5t)e", x5(t) =
(Cl — Oy + Ot — Cst + %Cth)e_t, %3(t) = (Cz + Cgt)e_t>

0 1
[ ]

- 1 1-2¢
(Rta.: Z(t) = Cy [2] e* + Cy [ 4z } e?t)
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7.4. VARIACION DE PARAMETROS

En el capitulo 4. vimos que la solucién general de una E.D. lineal no
homogénea tenfa dos partes que eran zj y , y la solucién general era z(t) =
xp, + 7. Lo mismo nos sucede cuando tenemos una E.D. lineal vectorial no

—

homogénea ¥’ = AZ + f(t), su solucién general es de la forma & = 7, + 7,
donde 7}, es la solucién a la homogénea asociada ¥’ = AZ y esta expresada
por

T = C1T71 + CoTo + -+ + Cplny

El objetivo en esta seccién es hallar la solucién particular z;, de la ecuacién
no homogénea, para ello utilizamos el método de varacién de parametros, de
la misma manera como lo hicimos en el capitulo 4.
Consideremos la E.D. vectorial no homogénea:
7' = AT+ f(b). (7.25)
Sean Z(t),...,Z,(t) las soluciones linealmente independientes de la ho-
mogénea asociada, o sea que

Ch
Tn(t) = O @ (t) + .o+ CoZn(t) = [71, @, -, am) | 1 | = X()C
Cn
y variando los parametros C4,Cs, ..., C, tenemos
uy(t)
Z(t) = u ()@ (0)+. . Aun(t) @, (t) = [21(2), 25(F), - -+, 25 (1)) : = X1,
Un(t)
la cual suponemos que es una solucién de &' = AZ + f(t).
Luego , #(t) = X (¢t)u(t), donde
u (t)
X(@) = [7:0), ..., L)) yat)=|
Un(t)
Como
= d — / — -/
() = — (X(t)a(t)) = X'(t)u(t) + X(t)a (1),
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— — —

() = AX(@)i(t) + f(t) = X'(®)i(t) + f(t)
X/

~~

Sustituimos en (7.25) y cancelando, obtenemos:

X(ya'(t) = ft)

—

Premultiplicando por X ~1(t) : @ /(t) = X~1(t) f (1)

Cy
/X t)dt+C, donde C'= | : (7.26)

luego
T(t) = {/X ﬁ+0} /X (1) dt + X(8)C
como 7, (t) = X (t)C, entonces

7, = X(t)/X—l(t) fle)dt

y la solucién general es

f:x7l+x;:X(t)5+X(t)/X—1

Para resolver el problema de valor inicial:

—

7(t) = AZ(t) + f(t) con Z(tg) = xy, como

—

#(to) = 7o = X(to)C + X (to) /X (1) ft) dt

t=to

—

despejando C=X" Yto)Zo — [ XH(t) f(t) dt

cién general

f:X(t)< toxo—/X t) dt

y sustituyendo en la solu-
t=to

t)JrX(t)/X‘l
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/X

= X)X (to)To + X (¢ / X~Ys) f(s)ds

X ()X to) T — /X

en resumen, la solucién al problema de valor inicial es

—

) = X(t) X to) 7+ X (1) / X~Ys) fls)ds (7.27)

En particular si
Xt)=eM = X7t)=e M = X ty) = e Mo

entonces

0 sea que
t —
Z(t) = et —|—/ A=) f(s) ds (7.28)
to
Ejemplo 6. Utilizar (7.27) para resolver el sistema:
S, |6 =3 et ~ 19
T —{2 1 }x—l—{ 4 ,2(0) = 1

Solucién: para resolver gslte ejercicio, utilizaremos el siguiente resultado
del algebra lineal: [ z 2 } = ﬁ [ _dc _ab ]
Los valores propios de la matriz A son: A =3, A =4
Los vectores propios linealmente independientes son:

a~[1] s-[2]

Las soluciones vectoriales linealmente independientes son:
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. 1] et . . 3
7i(t) = e [ 11~ [ o3t ] , To(t) = ety = et [ 9

|-

3€4t
264t :|

Luego la matriz fundamental y su inversa en términos de s son:

[ 3t 3ett _
X0 =G ] X
Pasos: a) hallemos:
r €3t 3€4t
/ X d - e3t 9pdt

—2e73%  3e73
- 6—45 _6—45
t _ Q¢35  3e3s s J
0 6—45 _6—45 4 S

[ e 3et P —2e25 4+ 12e73s
- I eSt 26415 0 es — 46—45
B €3t 3e4t 2t 46—315 +5
- e 2eM | [ el +e 4 —2 }
[ 265 — 1 4 5% — et
T =24 563 — 4t
3€4t

-o[2]-]

2e4t

- 2e% — 1
e —2

= bzy(t) — 225(t) + 2p

Luego la solucién particular es

. 2et — 1
Tp =1 o5t _o

b) Hallemos X (¢) X ~1(0)ay

ke Ik

De a) y b):

36415
2et

-2 3

A ]-e

—6e% 4+ 15e*

- [ —6e3t + 10e 1 + { e’ — 2 4 et

3€4t
2ett

Gett
_ 4 e4t

2e%t — 1 4+ hedt —

Ik

Xt)/OtX‘l
-

—6 | [ —6e* + 15et
T | —6e3t + 10e*

_6315 +964t+265t -1
_e3t + 6€4t _I_ e5t _ 2
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Ejercicios.

1.

Hallar la solucién particular del siguiente sistema:
T'=] 9|7 .k
666 — 120t — 575e~t — 91>
. 7(t) = L
(Rta.: (t) = 155 {588 — 60t — 575e~t — 13¢5 })

Hallar la solucion particular del siguiente sistema:

=2 Plas 0
12 3 et cos2t|”

—2tsen 2t
LR(4) — 1.3t
(Rta.:7(t) = g {sen 2t + 2t cos 275] )
Hallar la solucion general del siguiente sistema:
=4y +1, Yy =—x+2
(Rta.: x = —2C) cos 2t +2Cysen 2t +2;  y = Cy cos 2t + C sen 2t — %‘)

Hallar la solucién general del siguiente sistema:
¥ =—y+t, Yy =x—t
(Rta.: x = Cycost — Cysent +1+t; y=Cycost+ Cysent —1+t)

. Sean (t) una solucién de ¥ ' = AZ + l;l(t), Po(t) una solucién de

7' = AZ+0by(t), -, Gn(t) una solucién de &' = Az +b,(t). Demostrar
que

es una soluciéon de
T = AT+ by(t) 4 ba(t) + - - - + by (2).

A este resultado también se le llama principio de superposicién.

Sea b(t) = Py bee™it (0 sea una suma finita de entradas periédicas).
Suponga que i3 no es raiz de la ecuacion caracteristica de A para
k=1,2,--- m. Usar el principio de superposicién del ejercicio anterior
para mostrar que la solucién Z(t) de la ecuacién ' = AZ+b(t) se puede
escribir en la forma

m
E(t) = Fe,
k=1
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7. Si las ecuaciones del movimiento de una particula de masa m que se
mueve en el plano XY son

d*x d?y

m—- = [(t,2,Y), m—-

donde f y g son las componentes en x y y de la fuerza que actiia sobre la

particula. Reemplazar este sistema de dos ecuaciones de segundo orden

por un sistema de cuatro ecuaciones de primer orden. (Sugerencia: haga

r=x,y=vy, 2 =v,,Yy =v,, donde v, y v, son las componentes en x
y en y de la velocidad).

=g(t,z,y)

7.5. TRANSFORMADA DE LAPLACE PARA

SISTEMAS
Definicién 7.7. Si
(1) o ety (t)dt
#(t) = = £{T(1)}(s) < X(s) = ;
o (t) o e, (t) dt
Y si
) fi(t) ) ) Fi(s) Joe et fl
fOy=1 + | = Fs)=£{f(t)}(s) = : =
fa(t) F,(s) et fn dt

Sea el PV.I. #'(t) = AZ(t) + f(t), ¥(0) = Zy. Luego

L{&'(0)}(s) = £{AZ(D) + f(1)} )
AL{Z)}(s) + £{f (1)} ()

—

= AX(s)+ F(s) (7.29)

Pero £{7'(t)} =

en (7.29): sX(s) = #(0) = AX(s) + F(s)
Luego (sI —A)X(s)=2(0)+ F(s) =2y + F(s)
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Ejemplo 7. Resolver el problema de valor inicial.

e@e+ | | £

[x0+ 25 (1]

B [ﬂiéil “]
Ry b I el
= (s — 1)X1(s) — 4Xs( ):2+Si1

1
—Xl(S) + (S — 1)X2($) =1+ S—
Resolviendo el anterior sistema para X;(s), Xa(s):

1 +11 1 +1
s—1 4 s—3 4s+1

Xi(s) = —

11 111 11
Xo(s) = —+ ELCLIN
8) == T T 853 Bst1

mat) = £L7{Xa(s)}
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. 1t 113t 1715
= 4e—|—8e 86

Usar la transformada de Laplace para resolver los siguientes sistemas de

E.D.

1.

%:—x—i—y
W =2z, 2(0)=0, y(0)=1

(Rta.: z(t) = —3e 2 + 2!, y(t) = ze72 + 2¢h)

ol =2y e

W—8r—t, z(0)=1, y(0)=1

oo 173 4t t _ el 53 —d4t _ 1 _ 53 —4t _ 8t 173 4t
(Rta.: v = e + 5 —F 43556, ¥ =15~ 166¢ 5¢ T 55€)

%:x—Zy

R 5 _ 7
(Rta.: v = —cos3t — 3sen3t, y = 2cos3t— g sen3t)

. Dos pesos de 96 libras y 64 libras se mueven horizontalmente en una

superficie lisa, cada resorte tiene k = k1 = ky = 600. En t = 0 los
resortes estan sin estirar y el de peso 96 tiene una velocidad de 600
pies/seg. alejandose del muro y el otro esta en reposo. Encontrar las
E.D. del movimiento y la posicién en el tiempo ¢. (Ver Capitulo 4 figura
4.16)

(Rta.: ml% = —kix + ka(y — x), mQ‘ng = —ko(y — x)

z = 24 sen 10t + 6v/6 sen v/600¢, y = 36sen 10t — 61/6 sen \/@t)

Ejercicio 5. Hallar las E.D. del sistema de resortes acoplados con
constantes ki y ky y masas my y msy respectivamente, como se muestra
en la figura 4.14; resolverla con k1 = ky = k3 =1, m;y = mg =1y
z(0) =0, y(0) =0, 2'(0) = -1, ¥'(0) =1

e 1t 1t N R
(Rta.: x = —5e' + 57", y = 5e' — 5¢7")
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7.6. ANEXO CON EL PAQUETE Maple

Ejemplo 8. Con el paquete Maple, hallar la solucién general y la solucion que
cumple la condicion inicial, del sistema:
x) = —4x; — X9
xh =1 — 219
con z1(0) =1, xo=2
Solucion general:

>sysl :=[diff (x(t),t)=-4*x(t)-y(t), diff(y(t),t)=x(t)-2*y(t)];
SYS]. = [m/:—4*x—y’y/:$—2*y]
>soll := dsolve(sysl);

soll :={z(t) = e 3 (_.C1 + _C21),y(t) = —e 3" (LC1 +_C2t+ _C2)}

La solucion que cumple la condicion inicial:

>dsolve( {diff(x(t),t) =-4*x(t)- y(t), diff(y(t),t) =
x(t)-2xy () ,x(0)=1, y(0)=2},{x(t),y(t)});

La solucién es

{y(t) = -exp(-3 t) (-2 - 3 t), x(t) = exp(-3t) (1 -3 t)}




