CAPITULO 6

TRANSFORMADA DE
LAPLACE

6.1. INTRODUCCION

Definicién 6.1. Sea f(t) una funcién definida para todo t > 0; se define la
Transformada de Laplace de f(t) asi:

£{F(B)}s) = Fs) = / et (0t
= lim be*Stf(t)dt,

b—oo 0
si el limite existe.

Teorema 6.1.

Si f(t) es una funcién continua a tramos parat > 0 y ademds |f(t)| < Me®
para todot > T', donde M es constante , ¢ > 0 constante y T' > 0 constante,
entonces L{f(t)}(s) existe para s > ¢.

Demostracion: veamos que la siguiente integral existe, en efecto:

I e‘“f(t)dt’ < [Tl

= / e S| f(t)|dt, sabiendo que e™* > 0
0

[£{F O} )] =

211
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| e

T
= [ el

Jr
I I
T
I, = / e | f(t)|dt existe, ya que f es continua a tramos
0
I, = / e S f()] dt < / e S Medt = M/ el =5t gt
T eV T T
S Mect
M [o.¢]
= e~ (=9 suponiendo que s — ¢ > 0
—(s—¢) T
_ M (0 . 6—(s—c)T) _ M 6_(S_C)T
s—c s—c
Luego, £{f(t)}(s) existe, si s > c. |

NOTA: a) cuando f(t) < |f(t)] < Me® para t > T, entonces decimos
que f(t) es de orden exponencial (ver figura 6.1).

Figura 6.1

b) Si f(t) es de orden exponencial, es decir, |f(t)| < Me parat > Ty
¢, M constantes, entonces

lim e f(t) =0, s > ¢

t—o00
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En efecto, como |f(t)] < Me®, entonces |e~*!f(t)] < Me =9 y como
1imy_eo e~ =9 =0, si s > ¢, entonces por el teorema de estriccién en limites,
se concluye que

lim [e ™" f(t)] =0, s > ¢,
t—r00

luego
lim e f(t) =0, s >c

t—o00

Observacién: £ es un operador lineal, en efecto

E{af () + Bo)}(s) L / e (af(f) + () dt

= a/oooe_Stf(t)dt+5/0006_8tg(t)dt
= al{f(t)}(s)+ BL{g(t)}(s)

Teorema 6.2.

1). £{1}(s)=1 ,5s>0, £{k}(s)=%,s>0, k constante.

2). LU }s) =25, s>0,n=12,...

3). £{e“}(s)= -, paras>a

S—a

4). £{senkt}(s) = s>0

_k__
52+k2 )

5). £{coskt}(s) = 5>0

6). £{senhkt}(s) = 2", s> |k
7). L{coshkt}(s) = z%=, s> |k|

8). £L{t"e}(s) = —%r, s>a,n=12,...

= G_a)nt1

Demostracién: 1). Sis > 0 se tiene que

[os] —st |o©
£{1}(s):/ etidt = :%
0

2). Hagamos la demostracién por el método de induccién. Para ello, suponemos
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que s > 0 y utilizamos el siguiente limite: 1th’m|e%|:0,n:1,2,...
—00
_1. Y R u=t = du = dt
n=1:L{t}(s) = /0 e " tdt, hagamos{dvze_stdt IO
test > 1 [
= = +—/ e dt
s 1y sJo
11 —st =
L{t}(s) = —(0-0)+-—ce
5 —s$ 0
1 1
= —?(0—1): =

Supongamos que se cumple para n — 1 y veamos que se cumple para n. En
efecto:

e’} _ in _ n—1
LY} (s) = / e "' t" dt hagamos { u=t = du= ntl _jt
0

dv=edt =v= —e
tn —st | [e’e}
_ b + E/ e Sl dt
s o s Jo .
£{mY(s)

= (00 + DL (s) = TN )

Pero por la hip6tesis de induccién £{t""'}(s) = @, luego:
n(n—1)! n!
L{t" =— =
() = 2 T

4). Por el método de los operadores inversos, tenemos:

£{senki}(s) = / e~ (sen kt) dt

0
]' —st - —st -

= —e T'senkt| =-e sen kt
D 0 - S 0

D+s o D+s o

—st —st
= kt| = —_ kt
e 2 sen ) e o sen )
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1 . o0
= ——— ¢ "k kt kt
s2+k26 (k cos kt + ssen kt) )
1

w0 >0

En la demostracién anterior utilizamos el siguiente teorema de limites: si

th |f(t)] =0y g(t) es una funcién acotada en R entonces 1th’rn f(t)g(t) =0.
—00 —00
|

6.2. TRANSFORMADA INVERSA DE
LAPLACE

Si £{f(t)}(s) = F(s), entonces decimos que f(t) es una transformada
inversa de Laplace de F(s) y se denota asf:

L£7HF(s)} = f(t)
NOTA:

» La transformada inversa de Laplace de F(s), no necesariamente es
Unica.
Por ejemplo la funcion

1, sit>0yt£1, t+£2

fit)y=4¢3, sit=1
-3, sit=2

y la funcién g(t) = 1 (obsérvese que f(t)
transformada, es decir, £{f (1)} = £{g(t)} =
)y £711} = g(¢) son diferentes.

Pero cuando f(t) y ¢g(t) son continuas parat > 0y £{f(t)} = £{g(t)}
entonces f(t) = g(t) (Ver el libro de Variable Compleja de Churchill)

# ¢(t)) tienen la misma
1. Sinembargo £71{1} =

» Para funciones continuas, £7! es un operador lineal:
£7HaF(s) + BG(s)} = aL™{F(s)} + B£LTH{G(s)}

= En los ejemplos de esta seccién, utilizaremos los resultados del Apéndice
C. para calcular fracciones parciales.
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Teorema 6.3. Para a y k constantes se tiene:

1
1). £_1{—}:1,y £_1{E}:k,sis>0
s s
[ n! " [ 1 ot
2). £ {SnH}Zt y £ {s”“}_m’m s>0
1
3). £_1{ }:e“t,sis>a
s—a
k 1 kt
4). £71 = senkt, y £7! :£,3i3>0
s2 + k2 s? + k? k
5). £1{ 2j_kQ}:coskt,sis>0
s
k 1 hkt
6). £1{ 5 kQ}:senhkty ,El{ 5 k2}:%,sis>|k|
s%2 — s% —
7). £_1{ 5 SkQ}:COShkt, si s > |kl
52 _
-1 n! __4n _at —1 1 _tneat .
8) £ {m}—t € y£ {(3—a)n+1}_ n' , 81 S>a

Ejemplo 1. Con factores lineales en el denominador

£_1{<s—3>zs8;21><s—1>} - ”5_1{31:13%—?2%?1}

1 1 1
_ —1 -1 -1
= Af {3—3}+B£ {s—|—2}+0£ {3—1}

—  Ae® 4 Be 2 4 C¢t

Pero por fracciones parciales

7s —1 A B C

(s—=3)(s+2)(s—1) s—3+s+2+s—1

Para hallar el coeficiente A, eliminamos de la fraccion el factor correspon-
diente a A y en la parte restante sustituimos a s por la raiz asociada a este
factor; lo mismo hacemos para los coeficientes B y C.
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emmeraen) e

Ejemplo 2. Con factores lineales repetidos

PR b G D (SIS I
s2(s+2)3) s2 s (s+2)2 (s+2)2 s+2

= AL {é} +BL£7! {é} +C£7! {(8j2>3} +

ot oee (2]

t2 —2t t—?t
= At+B()+C ; + D 61' + Ee™®
s+1 B A+B+ C N D Y E
s2(s+2)3 82 s (s+2)3  (s+2)2 s+2

y por los métodos de las fracciones parciales hallamos

1 _ 1 _ 1 _ _ 1
35, B= C=-—3, D=0, F=3,luego

T

L sl o} 11 12e 1,
P YL dee

(s+23) 8 16 4 2 '8

Ejemplo 3. Factores cuadraticos, lo factorizamos en factores lineales en los
complejos

RS A
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= A(1) 4 BelTHIt L et
= A+ Be *(cost+isent) + Ce *(cost —isent)
= A+e'[(B+C)cost+i(B— C)sent|

Hallamos los coeficientes de la misma manera que en ejemplo 1.

0% +2 2
A= [0—(—1+i)][0—(—1—i)]:1+1:1
B (—1+1)%+2 :_lzi
(—1+i)[—1—|—'2’—(—1—i)] i
o o_ (=1 —10)*+2 :1:_2'

(=1 —i)[-1—i—(—1+4)] i

-1 s2+2 ¢  le -
£ m = ]_ + e (0 cost + 2(21) Sen t)

= 1—2etsent

6.3. TEOREMAS SOBRE LA TRANSFOR-
MADA DE LAPLACE

Los teoremas que veremos en esta seccién nos permitirdn en muchos casos
calcular la transformada inversa sin utilizar fracciones parciales.

Teorema 6.4.

Si f es una funcion continua a tramos para t > 0 y de orden exponencial
parat > T', entonces

lim £{f(t)}(s) = lim F(s) =0

S§—00 5—00

Demostracién: como la funcién f es continua a tramos en [0, 7], entonces es
acotada en este intervalo y por tanto IM; > 0 tal que | f(¢)| < My e, Vt e
[0,7] y como f(t) es de orden exponencial para t > T, entonces |f(t)| <
My e donde M, y « son constantes con M, > 0.

Sea M = méx{Mj, My} y sea o = max{0,~}; por lo tanto, |f(t)] < Me*,
vt > 0.

[F(s)| =

/ e_“f(t)dt‘g/ e—styf(t)\dtg/ e Me™ dt
0 0

0
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- M / )
—(s—a) 0
s> M
L 0-1
s—a ( )= s—a
= lim |F(s)| < lim =0
§—00 s—00 § — (X
= lim F(s)=0
5—00
|

Teorema 6.5 (Primer Teorema de Translacién).

Si a es un niimero real cualquiera, entonces

£{ef)}(s) = £{f()} (s —a)
= F(s—a)

Demostracion:

£{e™ F()H(s) = /0 ettt f (1) di = /0 et £t
= L{fO}s—a)=F(s—a) N
NOTA: £7HF(s—a)} = e f(t)

Ejemplo 4. £{e* sent}(s)

Solucién: £{e* sent}(s) = £{sent}(s —2) = (5—21)2+1

ya que L{sent}(s) = ﬁ

Ejemplo 5. £7' { -
Solucién:

£1{ﬁ} = £1{ﬁ} \}56 sen v/2t

Ejemplo 6. £7' { 5=
Solucién:

$2—25+3 2s+3 }

32+4s+5 }

e (= ay.




220 CAPITULO 6. TRANSFORMADA DE LAPLACE

s+2 1
=Lt 2L b =P cost — 2¢  sent
(erarr) 2 )~ ot 2

Definicién 6.2 (Funcién Escalén Unitario). (Ver figura 6.2)

0, si 0<t<a,
M(t—a):{ 1, si t>a

|
— —
T
Q-6 [
~

Figura 6.2

Ejemplo 7. Al aplicar U(t — ) a la funcién sent trunca la funcién sent
entre 0 y 7 quedando la funcién g(t) = U(t — m)sent como lo muestra la
grafica 6.3

Figura 6.3

Teorema 6.6 (Segundo Teorema de Translacién).

Sia >0y f(t) es continua parat > 0 y de orden exponencial entonces

LUt —a)f(t —a)}(s) = e F(s) = e £{f(t)}(s)

Demostracién:

LLU — a) F(t— a)}(s) = /Ooo Ut — a) f(t — a) dt —
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— /a e Ut —a)f(t —a) dt + /OO e Ut —a)f(t —a) dt
0 a

— 78t0 _ d Oo *Stl _ d — > —st o d
/Oe f(t—a) t—l—/a e *1f(t —a)dt / e f(t—a)dt

a

Hagamos u =t — a = du = dt, por lo tanto,
Ut - )t -l = [ e ) du
0

_ g /0 e F () du
=e “L{f(t)}(s) u
NOTA: forma reciproca
£ F(s)} = Ut — a)f(t — a)
Ejemplo 8. Hallar £{U(t — )}

—as

(&

L£{Ut—a)} = £{U(t—a)1} = e é S

S

Ejemplo 9. Hallar £{U(t — 7) sent}
Solucién:

pero

(t ™ i 7T> . (Zf 7T> ™ i ™ (t 7T>
sen = sen 5 COS 5 sen 9 COS 9

(-3)
=cos (t— =
2

£{Z,{ <t— g) cos (t— g)} —e 2% £{cost} =e 2° 5

s2+1

Ejemplo 10. Hallar £~ {5(65::1)}

R et Rk (e a)

Solucién:
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CO1mMo

= A=1 B=-1

=£! {e‘s 1} — £ {e_s ! }
S s+1

=Ut—1)—Ult—1)e D

Teorema 6.7 (Derivada de una Transformada).

L{"f(1)}(s) = (=1)" £ F(s), conn=1,2,...,
donde F(s) = £{f(t)}(s)

Demostracion: por inducciéon sobre n.
n=1 F(s)= [e s f(t)dt

dF d [~ <0
dfj) = &) e_Stf(t)dt:/O g(e_“f(t))dt

_ Aw4e“ﬂwﬁ——/weﬂﬁﬁnﬁ

S L ())s)
S £ = e F(s)

Supongamos que se cumple para n = k

£ FO) ) = () F(s)

Veamos que se cumple paran =k + 1

L f(O}s) = ef{ttkf(ﬂ}(S)Qil-—éé(f{tkf(ﬂ}(S)

net d L d*
= (-1 —F
(1) F(s)]
dk—i—l
k+1

= (-1 WF(S)
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NOTA: para el caso n = 1, obtenemos una féormula que nos permite
hallar la transformada inversa de transformadas que no tenemos en la tabla
de transformadas.

£} 6) = o F(s)
0 sea que
tf(t) = —if*l{F/( )}
f()z——f HF'(s)}
Ejemplo 11. Hallar f( ) para
£ {In 553} = (1), )£ {1+ H)} = f()
Solumon a)
1, (d d 3
=3t {d—F }:"f {dsl s+1}
I, [s+1(s+1)1—(s—3)1
¥£ { s+1) }
1 s—l—l 1 4
e )
4
it {<s—3><s+1>}

1 A B 1 1
(3—3)(s+1):3—3+s—|—1 A:é_l’ B:_é_l
4 1 1
J0=-3 {4(3—3)_4(5—1—1)}
I S S et —e
==
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—1 ; o 1 -1 é B C
{5(32+1)}_2t£ {3 +3—i+s+i
oLy {(E {5
S s—1 S+
ac{{prmen{ S pres {5 )
S s—1 S+

A-1+ Be' + C’e‘”)

I
DO

I
DO

I
)
TN N

| = = = =

I
[\
—~ ~+
D> —~

~ | DN

+ B(cost +isent) + C(cost —isent))

perom:é—i—g—l—%entoncesfl—l B——%yC:—%Iuego

f(t) = (1—%(cost—i—zsent)—%(cost—zsent))

(1 — cost)

H—l[\;)u-ll\;)

Teorema 6.8 (Transformada de la Derivada).

Si f(t), f'(t), f'(t),..., " D(t) son continuas parat > 0 y de orden expo-
nencial y si f™ (t) es continua a tramos para t > 0, entonces:

ELJ™ ()H(s) = 5" F() =" F(0) =" 2/(0) = . =5/ (0) = /"~ (0)

Demostracién: por induccion sobre n:

para n = 1: £{f'(t)}(s) = [ e f/(t)dt =

e integrando por partes y teniendo en cuenta que lim; .o, e 5 f(t) =0, s > ¢,

O] /Oe—stf(t)dt

= —f(0) + s£{f(t)}(s)
— 5 F(s) = (0).
Ahora supongamos que se cumple para n =k :
E{FO(0)}(5) = s F(s) = 71 £(0) = 72f(0) . — s£52(0) — £+ (0)

Veamos que se cumple para n = k + 1:
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L{FED ) Hs) = L{ID D) Hs)
"= £{fP)}(s) - FP(0)
"= (5P F(s) — $F71F(0) = $FRF(0) — = s ET2(0) — fED(0) — £B(0)
= s F(s) = 5" f(0) =" f(0) = .. = fETD(0) = sfFD(0) - P (0) W

NOTA: para resolver E.D. necesitamos, en la mayoria de ejemplos, los
casosn =1y n=2.
Paran =1

£y (1)}(s) = sY(s) —y(0)
donde Y'(s) = £{y(t)}(s)

n=2 £{y"(t)}(s) = Y (s) - sy(0) -y (0)

Definicién 6.3 (Producto Convolutivo). Sean f y g funciones continuas
a tramos para t > 0; el producto convolutivo entre las funciones f y g se

define asi:
/ fr)glt—r1)

NOTA: haciendo el cambio de variable u = t — 7 en la definiciéon de
producto convolutivo se demuestra que: f*g = g% f (o sea que la operacién
% es conmutativa)

Teorema 6.9 (Transformada del producto convolutivo).

Si f y g son funciones continuas a tramos parat > 0 y de orden exponencial,
entonces

L{(fx9)0)}(s) = £47 (1)} (s) £{g(t)}(s) = F(s) G(s)

Demostracion:
F(s) < / T fydr Gl / e g(8) d
F(s) G(s) = / T p () dr / T8 g() dp

/ / 4 £(7) g(8) dB dr
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T=1
T /
4 €1
3 €1
N
2+ \
1 €1
0 NN A t
t
Figura 6.4

- [ o) { | eeam dﬁ] (6.1)

Sea t = 7 + [ dejando constante a 7, luego dt = df.
Ahora, cuando f =0 =t =7 y cuando  — oo entonces t — o0

Luego en 6.1
_ 0 00 e B a4
/0 f(7) {/T e “glt—r) t} T

Y como f y g son continuas a tramos, podemos cambiar el orden de inte-
gracion (ver figura 6.4);

F(s)G(s) = /Ooo /Ot F(F) e g(t = ) drdt

F(s)G(s) / / f(r)g(t—7)dr| dt = /OOO e (fxg)(t)dt
f*9)t)
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NOTA: forma reciproca del teorema (f * g)(t) = £ F(s) G(s)}

Corolario 6.1 (Transformada de la integral).

Si f es una funcién continua a tramos para t > 0 y de orden exponencial,

eutonces: , { / f(t)dt} (5) = - F(s) = - £{/0}(9

Demostracién: tomando g(t) = 1 en el teorema de convolucién, tenemos

£{g@)}(s) = £{1}(s) =

£{(f+g)} = {/f ot —7)d }:£{/f 7]

= £{f(1)}(s) £{g(7)}(s) = F(s) £{1}(s)

£{/Otf(7) dT} _ F(s)é

Teorema 6.10 (Generalizacién de la transformada de una potencia).

£{t”}—%11), para s>0 y x> —1

Demostracion: la funcién gamma como la definimos en el capitulo anterior
es,

I'(x) :/ e Tl dr
0

hagamos 7 = st, por tanto dr = s dt y cuando 7 = 0 entonces t = 0 y con
T — 00 entonces t — oo, por lo tanto

F(x) = / 678t<8t)1‘71$ dt — 8/ €*St8$71tx71 dt
0 0
= Sm/ G—Sttl‘—l — Sxf{tm_l}
0

por lo tanto

r
L{71) = (z) con z>0y s>0
S"E
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luego (cambiando x por x + 1)

(x+1)

r
£{t*} = T con r+1>0 (osea z>—-1)y s>0 |

Definicién 6.4. Una funcién f(t) se dice que es periddica con periodo T
(T' > 0) si para todo t se cumple f(t +T) = f(t).

El siguiente teorema se deja como ejercicio.

Teorema 6.11 (Transformada de una funcién periédica).

Sea f(t) una funcién continua a tramos para t > 0 y de orden exponencial.
Si f(t) es periddica con periodo T, entonces:

FFONS) = T [ 0

Ejemplo 12. Hallar £ {fot e ” COSTdT} (s)
Solucién:

£ {/Ot e cosnh} (5) = éi’{ﬁ cos 7} (s)

Pero

£{e7" cosTHs) = £{cosT}(s+ 1)
s+1

[ = L)

Ejemplo 13. Hallar £{e~" x e’ cost}(s)
Solucién:

£letxetcostd(s) "L £let}(s) £{e! cost}(s)

1 s—1
s+1(s—1)2+1

Observese que el ejemplo siguiente lo resolvemos con los resultados de los teo-
remas de la transformada y no necesitamos utilizar los dispendiosos métodos
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de las fracciones parciales.
Ejemplo 14. Hallar £7* {m} (1)

Solucién:
S 1 2 S
— = VY= -
S2+4)2}() 2 {32+452—|—4}

1 «1 7
xg)(t) = §(sen2t*0052t) =d 5/0 sen27 cos2(t — 7)dr

s
—~ r—
~ —~

sen 27(cos 2t cos 27 + sen 2t sen 27) dr

s~

t 1 t
cos 2t / sen 27 cos 27 dt + 3 sen 2t / sen 227 dr
0 0

ool — [\DI»— N — N

1 1
cos 2t sen 22t + Zt sen 2t — 1_6 sen 2t sen 4t

Utilizando los teoremas vistos sobre transformada, efectuar los siguientes
ejercicios.

Ejercicio 1. Hallar [[° e %[ [ te* sen 2t dt] dt
(Rta.: --)

40

Ejercicio 2. Mostrar que

s+ 3s2+1 3 1 1
£t =—e¢tcost+2etsent — — + —t
{32(32+2s+2)} 5 ¢ costze isent— o4 g

Ejercicio 3. Mostrar que £7' { 52—} = e ¥ cost — 2e" ' sent
Ei o . -1 fm —1 s\ __ sen2t
jercicio 4. Mostrar que £ {5 tan™ 5 = ==

sent
t

Ejercicio 5. Mostrar que £7' {tan™ 1}

s L -1 -1 _3 _ e %sen3t
Ejercicio 6. Mostrar que £ {tan —5+2} e

Ejercicio 7. Mostrar que
a) £71 {m} = i(tsent — t?cost), b) £~} {ln 52“} = 2(cos 2t — cost)

s2+4+4
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[

Ejercicio 8. Hallar £7! {82116—%}
(Rta.: —U(t — Z)sent))

Ejercicio 9. Hallar £7! {m(f“}

(Rta.: 1e 2™ sen2(t — m)U(t — 7))

Ejercicio 10. Hallar £ {tfot SeanT} (s)

52
(Rta.: —523(5211)2)

Ejercicio 11. Hallar £ {e*Qt fot Te*" seanT} (s)

. 2s
(Rta.. m)

Ejercicio 12. Hallar £71 {m}

Ejercicio 13. Hallar £7! {%}

N

Ejercicio 14. Mostrar que £{t3} = = (%)
Ejercicio 15. Hallar £{t2e2}

Ejercicio 16. Emplear la transformada de Laplace y su inversa para
mostrar que

P L R

 (m+n+1)

Ejercicio 17. Sea f(t) = ¢t de perfodo b (funcién “serrucho”, ver figura

6.5), Hllar £{7(0)}(5 '

b 26 3b 4b 5Hb 6b 7D

Figura 6.5

(Rta.:

1]
—~
—_
Ju—

s E - ebs—l)
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Ejercicio 18. Sea

sent, si 0<t<m
f(t) = .
0, si m<t< 2w

periddica de periodo 27 (funcién rectificacion de la mitad de la onda seno.
Ver figura 6.6 ). Hallar £{f(t)}(s)

Figura 6.6

. 1
(Rta: Gy

Ejercicio 19. Sea

—1, si a<t<2a

f<t):{1, si0<t<a

periddica de periodo 2a (funcién onda cuadrada. Ver figura 6.7). Hallar

£{f()}(s)
f(t)
1] &—o0 ——o ——o ——o0
1 1 i 1 1 1 1 1 1 t
@  2a 3a 4a SHa 6a Ta 8a
-1 L — o —o —o —o

Figura 6.7
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(Rta.: {2 —1] = 1[I ] = Ltanh )

Ejercicio 20. Sea

b, si 0<t<a

0, si a<t<2a
—b, si 2a <t < 3a
0, si 3a<t<d4a

ft) =

periédica de periodo 4a
(Rta.: 2[1=2])

sll4e—2as

Ejercicio 21. Sea f(t) la funcién de onda tridngular (ver figura 6.8).
Mostrar que £{f(t)}(s) = 5 tanh £

f(t)

Figura 6.8

Ejercicio 22. Sea f(t) la funcién rectificacion completa de la onda de
sent (ver figura 6.9). Mostrar que £{f(t)}(s) = %5 coth Z*

o1
f(t)

Figura 6.9
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Ejercicio 23.

a). Si f(t) es continua a tramos y de orden exponencial y si

lim /()

t—0t+ ¢

existe, entonces
(7)) = | Foas
donde F(s) = £{f(t)}(s)

b). Mostrar que
o[
/o ; dt = /o F(s) ds

1. f() e—o senb:v) dr
(Rta.: tan’l by

9. [ etret gy

0 x
(Rta.:In 2)

c). Hallar

=In(s+1)—In(s—1), con s > 1

4. Mostrar que £{f0 leost? 7} = > In 82:2(12

D. Mostrar formalmente, que 31 x > O entonces

o sen;tt O cosxt T ,—T
= Jy dt = = Jo e dt=5e

6. Hallar £{=2k}
(Rta.: tan~' )

Ejercicio 24. Mostrar que
a). £} = (t = 3)U(t - 3)
b). £‘1{§;j;} = sen(t —mU(t —7) = —sentU(t — 3)

c). £ 1{182;21“}: (1 —U(t —2m))sent
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d). £ Y (1~ U(t — 3)) cos it

52472

—TSs

e). Hallar £71{s=2c—}

1452
(Rta.: cost —U(t — ) cos(t — 7))

Ejercicio 25. Usando la definicién de producto convolutivo, demostrar las
siguientes propiedades de este producto:

a. Propiedad conmutativa: fxg=g¢gx* f
b. Propiedad asociativa: (f x g)xh = f* (g *h)

c. Propiedad distributiva: f* (¢ +h) = f*xg+ f*h

6.4. APLICACIONES DE LA TRANSFOR-
MADA A LAS E.D.

Pasos:
= Aplicar la transformada a ambos lados de la ecuacién

= Aplicar el teorema de la transformada de la derivada
£{y'y = sY(s) = y(0)
L{y"} = s*Y(s) — sy(0) — ¢/ (0)
donde Y (s) = £{y(t)}(s)
Nota: cuando las condiciones iniciales no estan dadas en ¢ = 0, sino
en t = a, se hace el cambio de variable 7 =t — a, con este cambio de
variable, la nueva E.D. tiene condiciones iniciales en 7 = 0.

» Conseguir una funcién en s, es decir, despejar Y (s)
» Hallar la transformada inversa: y(t) = £71{Y(s)}

Ejemplo 15. Hallar la solucién de y”—4y'+4y = t3 e, y(0) = y/(0) =0
Solucién:

D £{yYY —4L{y Y+ 4L{y} = £{t7 T}
@ : $°Y(s)—sy(0) — ¢ (0) — 4(sY (s) — y(0)) +4Y (s) =
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@ : s7Y(s) —4sY(s)+4Y(s) =
1
. _ (s 7)1 _ 3
R A sy i 3—2)43—2)2_(3—2)6

u(t) = f%&w@}——fl{ }
:4i5£l{if;?}:4i5£“&5%ﬁ}:%¥t

Ejemplo 16. Hallar la solucién de y/(t) = 1— sent—fot y(t)dt,  y(0) =0
Solucién:

(S -2

D Ly @)} (s) = £{1}(s) = L{sent}(s) — £ {/0 y(t) dt} ()

1 1

Y(s) = 1 1 s
—52—1—1 s24+1) 8241 (s2+1)2

mw:£4wun=f*{yil}—£*{@5§;}

1 S
t) = sent — £} =0
)= sent = 27 { iy

} = sent — sent xcost

t

= sent— [ sentcos(t—T)dr

t

= sent— [ sent(costcosT + sentsent)dr

S— S—

t t
= sent—cost/ sen T cosTdr — Sent/ sen ’7 dr
0 0

1 tsen %t 1t t 4+ L t sen 2t
— — COSstsen — —tUsen — Sent sen
2 2 4
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Ejemplo 17. Hallar la solucién de ty” —y' = t*,  y(0) =0
Solucién:

£{ty"}(s) — £L{y'Hs) = £{t"}

d ” 2!
(1) L L)~ (V) —9(0) = 5
d , 2!
@y s~y O) ¥ = 5
d , , 2!
L@y -svs) = 5
, 2
—(5Y'(s) +25Y(5)) —sY(s) = =
, 2
—s%Y'(s) = 3sY(s) = =
, 3 2 : :
Y'(s) + B Y(s) = 5 E.D. lineal de primer orden
F.[Cf%ds _ 631115:83
Y(s)s® = /—383d8+0——28—_1+0
B 50 B -1
2 C
Yo = a+3
2
-1 -1
t? t?

Ejemplo 18. Hallar la solucién de ty” +y =0, y(0)=0
Solucién:

£{ty"}(s) + Y (s) = (-1) % (£{y"}(s)) + Y (s)

_ 4 (s*Y (s) = sy(0) = 4'(0)) + Y (s)

=~ (SY(9)) + Y (5) = =(s"Y"(5) + 25V (5)) + Y(s)
= —5"Y'(s) = 25Y(s) + Y (s) = s*Y'(s) + Y(s)(2s — 1)

v+ (P2 Yo =y (22 5) v

52 s s2
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E.D. lineal del primer orden
FI =s%es
Y(s)s?es = /F.[. 0)+C

w =

C 1 e
Y(S):§63_082
S AU I S U NS N R G 50 B
g2 11's 2152 3lg3 7 nl st
1 11 11 11 (=)™ 1
Y<S>:C(s—z‘ﬂ3+5;—§;+"-+ S
y(t) = L7HY (s)}
B t 1t2+1t3 1t4+1 +(—1)” rtl N
S\l 1r2r 2r3l 3r4l o4 n! (n+1)!

Resolver los siguientes ejercicios por transformada de Laplace

Ejercicio 1. 3" — 4y + 4y = t3e*, y(0) =0, %(0)=0
(Rta.: y = 55t°e*)

Ejercicio 2. 3" - 6y + 9y = t2e3t y(0)=2, (0)=6
(Rta.: y = 2e* 4 25¢%)

Ejercicio 3.y’ — 2y +y = 'L, y(1)=0, ¢(1)=5
(Rta.: y =5(t — 1)e 1 + 2 (¢t — 1)%e )

Ejercicil% 4. y" > 6y + ?y :215, y(0) =0, ¢(0)=1
(Rta.: y = Jte’ — 2 + L4+ 2)

Ejercicio 5.y +y — 4y — 4 [y ydr = 6e' —4t — 6, y(0) =y'(0) =0

(Rta.: y(t) =1 —¢' — 2e7' + 3e%)

Ejercicio 6. Hallar f(¢) para la siguiente ecuacién integral

f(t)+/0tf(r) dr =1
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(Rta.: f(t) =e™)

Ejercicio 7. y/(t) + 6y(t) + 9f0ty(7') dr=1, y(0)=0
(Rta.: y = te™)

Ejercicio 8. y/(t) — 6y(t) + 9f0ty(7) dr=t, y(0)=0
(Rta.: Yy = %e?’t _ %6315 4 %)

Ejercicio 9. y/(t) + 6y(¢ +9f0 dr=t, y(0)=0
(Rta: y = —Le 3 — L3 4 1)

Ejercicio 10. y/(t) = cost + fo T)cos(t —7) dr, y(0)=1
(Rta.: y =1+t + 5t2)

Ejercicio 11. ty” + 2ty’ + 2y =0, y(0) =0, y'(0) =3
(Rta.: y(t) = 3te™)

Ejercicio 12. ty" —ty' —y =0, y(0) =0, ¥/(0) =3
(Rta.: y(t) = 3te)

Ejercicio 13. ty” + 4ty’ + 4y =0, y(0) =0, ¢/(0) =2
(Rta.: y = 2te™)

Ejercicio 14. t*y" + 2ty +t>y =0
(Rta.: y = —C=)

0
(Rta.: y(t) = 12t + C(t — & + 21, Rt TR G YLE T )

Ejercicio 15. ty” + y = 12t y(0)
1
3!

4!

1 0<t<«1
0 t>1

Ejercicio 16. " + 4y = f(t) donde f(t) = {

y(0) =0, y(0)= 1
(Rta.: y(t) = 1 — <=2 — 19/(t — 1)sen2(t — 1) — 1 sen2t)

Ejercicio 17. 3" + 4y = f(t) donde f(t) = sent U(t — 27)

y(0)=1, y(0)=0

(Rta: y(t) = cos2t + & sen (t — 2m) U(t — 2m) — & sen2(t — 2m) U(t — 2))
Ejercicio 18. y" — 5y + 6y =U(t — 1), y(0) =0, ¢/(0) =1

(Rta.: y(t) = €3 — e® + Ut — 1)[1 + 33071 — -
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Ejercicio 19. y’ —y = €' cost, y(0) =0, ¥/ (0) =0
11 1
(Rta: y = 5 — €’ cost + ;e sent)
Ejerc1010 20. Hallar f(t) si

i +f0t—7' f(T)dT—t
(Rta f(t) = sent)

i. f(t) —|—4f0t sent f(t —7)dr =2t

i f(t)=tet + [y 7 f(t—7)dr
(Rta: f(t) = —ge ' + ¢! + 3te + 1t2¢")

v. f +f0 ( T=c
(Rta f():% '+ 5€)

V. +f0 T)dr =1t
(Rta f()— e+ 1)

Ejercicio 21. Sea x(t) la solucién de la ecuacion de Bessel de orden cero
te" + 2" +ter =0
tal que z(0) =1y 2/(0) = 0. Demostrar que
a. £{x(t)}(s) = £{D()}(s) = o

b. Mostrar formalmente [;° Jo(z) dz =1,

c¢. Mostrar formalmente Jy(x) = = [ cos(x cost) dt

(Ayuda: [ cos® x dx = %ﬂ')

6.5. IMPULSO UNITARIO O “FUNCION
DELTA”DE DIRAC

En muchos sistemas mecénicos, eléctricos, etc; aparecen fuerzas externas
muy grandes que actian en intervalos de tiempo muy pequenos, por ejemplo
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un golpe de martillo en un sistema mecanico, o un relampago en un sistema
eléctrico. La forma de representar esta fuerza exterior es con la “funcién §”-
Dirac.

1 .
50, Stto—as<t<ty+a
Definicién 6.5. §a(t—t0):{8 sit<ty—a o t>tta

donde a y ty son constantes positivas y ty > a.

Nota: para todo a > 0 y para todo ty > 0 se cumple que (Ver figura

6.10) .
/ 5a(t - tO) =1

da(t — to)
@ ®
; f e t
f 2a |
Figura 6.10

Definicién 6.6. Se llama impulso unitario 6 funcién delta de Dirac a la
“funcion”definida por el limite:

5(t - to) = HH(I) 5a(t - to)

Ver figura 6.11 en la pagina siguiente.
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da(t — to)

Llg it : t
to
f 2a |

Figura 6.11

Propiedades:

1. 0(t —ty) esinfinita ent =t, y cero para t # to.
2. [T 6t —to)dt =1

3. £{0a(t — to)}(s) = e~ (%>

L Hg)ital 6—8750

4 £{5(t — to)}(s) =l £{0u(t = t0)}5)

5. 81ty = 0= L{5(t)}(s) = 1
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6. [° f(t)d(t—to)dt = f(to), en particular [~ f(t)d(t —to) dt = f(to)

7. Por 6. podemos decir que £{f(t)0(t — to)}(s) = e "5 f(to)

Notar que en la propiedad 5. lim £{f(¢)}(s) = 1, mientras que por teorema
5§—00

anterior vimos que cuando una funcién es de orden exponencial
lim £{f(t)}(s) = 0, lo cual es una contradiccién, esto nos indica que la “fun-
§—00

cién”d-Dirac no es de orden exponencial, es por esto que § es una
“funcion” extrana. Mas precisamente, esta funcion es tratada con detenimien-
to en los textos de Teoria de Distribuciones (Ver texto de Andlise de Fourier
e Equagoes Diferenciais Parciais de Djairo Guedes de Figueiredo)

Ejercicio 1. " +y=0(t —27), y(0)=0, ¢(0)=1
(Rta: y(t) = sent + sen (t — 2m)U(t — 2))

Ejercicio 2. y" 4+ 2y + 2y = cost §(t — 3w), y(0)=1, ¢ (0)=-1
(Rta: y(t) = e tcost —e 3™ sen (t — 3m)U(t — 37))

Ejercicio 3. y" +y = 0(t —m)cost, y(0)=0, ¢ (0)=1
(Rta: y = [1 + U(t — m)]sent)

Ejercicio 4. y" + 2y =0(t —1), y(0)=0, ¢'(0)=1
(Rta:y =4 —2e 2+ [$—Le20D] Ut —1)

Ejercicio 5. y" + 4y’ + 5y = 6(t — 27),  y(0) =0, ¢'(0)=0
(Rtazy = e 202" sent U(t — 27))

Ejercicio 6. y" +y =€'5(t — 27),  y(0) =0, '(0)=0
(Rta: y = e* sen (t — 2m) U(t — 27))

Ejercicio 7. y" — 2y =1+ 46(t—2), y(0)=0, ¢'(0)=1
(Rta: y = —3 4+ 2 — 1t — Ly (¢t — 2) + 122U (¢ — 2))

6.6. ANEXO CON EL PAQUETE Maple

Ejemplo 19. Utilizando el Paquete Maple, descomponer en fracciones

parciales las siguientes expresiones: a) F(s) = m, b) F(s) =




6.6. ANEXO CON EL PAQUETE MAPLE 243

S 827 83 82 82
MN) F(S):ﬁﬂi) F(S):%a@ F(S):W

a). >F1(s) := (T*s-1)/((s-3)*(s+2)*(s-1));
>convert (F1(s) ,parfrac,s);

7s —1
(s =3)(s+2)(a—1)
2 1 1

s—3 s—1 s+2

Fl(s) :=

b). >F2(s) :=(2%s+4)/((s-2)*(s"2+4x5+3)) ;
>convert (F2(s) ,parfrac,s);

25 +4
(s —2)(s®+4s+3)
8 1 1

15(s —=2) 5(s+3) 3(s+1)

F2(s) :=

c). >F2(s) := (2%s+4)/((s-2)*(s72+4*s+3)) ;
>convert (F2(s) ,parfrac,s);

52— 16
s3(s +2)?
11 11 4 4 3

PR TPs ) S R BT P P

F3(s) :==

d). >F4(s) := (873+3%s72+1)/(s72%(s72+2%s+2)) ;
>convert (F4(s) ,parfrac,s,complex);

53 +3s2+1
s2(s? 4 25 + 2)

F4(s) :=

0,5000000000 0,7500000000 + 1,0000000001

S * s+ 1,000000000 + 1,000000000[+
0,7500000000 — 1,000000000  0,5000000000
+ +
s+1.—1.1 52

>convert (%,fraction);
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1 541 3T 1
1 G+D . G-D
(2s)  (s+1+1) (s+1—1) (2s?)
e). >F5(s) := (572)/((s72+1)"2);
>convert (F5(s) ,parfrac,s,complex) ;
2
s
F5(s) i= ———
0,2500000000 . 0,2500000000 B 0,2500000000/  0,25000000001
(s + 1,0000000001)? (s —1.1)? s—1.1 s 4 1,0000000001
>convert (%,fraction);
1 1 i1 L]

_ 4
4(8—|—])2+4(S—I)2 S—I+S—|—I

Ejemplo 20. Hallar la transformada de Laplace de las funciones:
sen (kt), cos(kt), e

Efectuar las siguientes instrucciones:

>with(inttrans) :laplace(cos(k*t),t,s);

s
52+ k2

>with(inttrans) :laplace({sin(k*t),exp(k*t)},t,s);

1 k
s—k s+ k?
Ejemplo 21. Hallar la transformada de e’ sen (2¢t) y calcular la transformada

. 2
inversa de ey e

Efectuar las siguientes instrucciones:

>with(inttrans) :laplace(exp(t)*sin(2x*t),t,s);
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2
(s—1)2+4
>invlaplace(%,s,t);
e’ sen (2t)

Ejemplo 22. Resolver, usando transformada de Laplace, la E.D.
2" + 16z = cos 4t
con z(0) =0, 2/(0) =1

Efectiie las siguientes instrucciones:

>with(ODEtools) :Eqn2:=D(D(x)) (t)+16*x(t)=cos(4*t):
dsolve ({Egn2,x(0)=0,D(x) (0)=1},x(t) ,method=laplace);

() = (% + i) sen (4¢)

Ejemplo 23. Resolver, usando transformada de Laplace, la ecuacién integro-
diferencial ¢/(t) =1 — sent — fot y(7) dr con la condicién y(0) =0

Efectuar los siguientes instrucciones:

>with(0DEtools) :Eqn2:=D(y) (t)=1-sin(t)-int(y(s),s=0..t):
dsolve ({Egqn2,y(0)=0,D(y) (0)=1},y(t) ,method=laplace) ;

)= (1) sentt)

Ejemplo 24. Resolver, usando transformada de Laplace, la E.D. ¢/ +y =
U(t — 1) con la condicién y(0) = 0 (U es la funcién escalén unitario)

Efectuar los siguientes pasos:

>restart: with(ODEtools): ode := diff(y(t),t) + y(t) =
5xpiecewise(t<1,0,t>=1,1) :dsolve({ode,y(0)=0},y(t) ,method=laplace);

0 t<1
y(t) = < undefind t=1
—5el7) 45 ¢ >1




