CAPITULO 5
SOLUCIONES POR SERIES

5.1. INTRODUCCION

» Una serie de potencias en (z — a), es una expresién de la forma

Z Cy (z —a)".

= Toda serie de potencias tiene un intervalo de convergencia que consiste
de todos los puntos para los cuales la serie es convergente, por ésto,
decimos que una serie de potencias define una funcién cuyo dominio es,
precisamente, el intervalo de convergencia.

= Una serie de potencias converge absolutamente en un nimero x, si

oo
> ICullz —al”
n=0

es convergente .
= Todo intervalo de convergencia tiene un radio de convergencia R.

» Una serie de potencias converge absolutamente para |z —a|] < Ry
diverge para |r — a] > R. Cuando R = 0, la serie sélo converge en
x = a. Cuando R = 00, la serie converge para todo x.
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El radio de convergencia se obtiene mediante el criterio de la razén, en
efecto, como

. C(n—&-l(a7 - a)n—l—l ; On—i—l
lim = |z — a| lim =Lz —a| <1
n—0o0 C, (I - a)" n— Cr
. e :
donde L = lim |=£*| y como la serie es convergente cuando
n—00 i
|z — a| < R, entonces el radio de convergencia es R = 7.

Si R+# 006 R # oo, el intervalo de convergencia puede o no incluir los
extremos a — R, a+ R de dicho intervalo.

Una serie de potencias representa una funcion continua en el interior
de su intervalo de convergencia.

Una serie de potencias puede ser derivada término a término en el
interior de su intervalo de convergencia.

Una serie de potencias puede ser integrada término a término en el
interior de su intervalo de convergencia.

Dos series de potencias pueden ser sumadas término a término si tienen
un intervalo comin de convergencia.

SERIES MACLAURIN DE ALGUNAS FUNCIONES

- o0
Lef=1d+at+S+8 4. +2 4. = ZO%
n—=
convergente para todo x real (0 sea para —oo < z < 00)
CE3 mS 17 n x2n+1 > n 1.2n+1
. senx:x—§+5—7+...+(—1) Gnsi) +...= EO(—l) Gng1)!
n—=

convergente para todo x real.

22 24 26 n 2" it n 2"
ccosr=1—5+ 5 — &G+ +(=1) et = Zo(_l) @n)!
convergente para todo x en los reales.
xS :1,‘5 .1‘7 x2n+1 S x2n+l
senhx=x+§+§+ﬁ+--.+m+---= ZO (2n+1)!

convergente para todo x real.
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5. coshz =1+ 4+ 5+ 5+ + &5+ _Z i

convergente para todo x en los reales.

6. T==1l4+z+a?+2>+.. . 42"+ = Zjox"
convergente para x en el intervalo —1 < x < 1
7.ln(l+a)=0-C+2 - 4 4 (-1 = 21(-1)n+1%"
convergente para x en el intervalo —1 <z <1
_ 23 25 n w2ntl S o w2ntl
8. tanlr =T+ % — .+ (-)'Gg .= ZO(—I) S

convergente para x en el intervalo —1 <z <1

Z 1-3-5...(2n—1) g2n+1

1y 12% 1325 | 13547
9. sen r=x+55 + + +. 246 o gl

24 5 2:46 7

convergente para todo x en el intervalo —1 < x <1

10. Serie binomial: )
(1+a)" =1+rz+  He=Dlr=AT g
convergente para x en el intervalo —1 <o < 1

r(r— l)m

5.2. SOLUCION EN PUNTOS ORDINARIOS
Supongamos que la ecuacién
az(2)y" + a1 (z)y’ + ag(z)y = 0

se puede escribir asi:
y'+ P(z)y' + Qz)y =0

donde ay(z) #0en [y P(x) = 22 vy Q(z) = %l2)

az(x) as(z)




168 CAPITULO 5. SOLUCIONES POR SERIES

Definicién 5.1 (Punto Ordinario). Se dice que x = a es un punto ordi-
nario de la E.D. y" 4+ P(x)y + Q(z)y = 0, si P(x) y Q(z) son analiticas en
x = a, es decir, si P(x) y Q(z) se pueden expandir en serie de potencias de
x — a con un radio de convergencia positivo.

Nota: si un punto no es ordinario se dice que es singular.

RECORDEMOS: serie Taylor de y(z) en x = a es:

o m)(q
Zy ()(x_a)n,

n!

n=0
luego, toda funcién que tenga un desarrollo en serie Taylor alrededor de x = a

es analitica en © = a.

En particular cuando x = 0 a la serie Taylor se le llama serie Maclaurin
de y(z) y la serie tiene la forma:

R ()
S 0y

n!

luego, toda funcion que tenga un desarrollo en serie Maclaurin es analitica
en x = 0.

Ejemplo 1. Hallar los puntos ordinarios y singulares de
y" + senzy + ey =0

Solucién: sen z: tiene expansién Taylor para cualquier a
e”: tiene expansion Taylor para cualquier a.
Es decir todo a en R es punto ordinario de la ecuacién diferencial, por tanto
no tiene puntos singulares.

Ejemplo 2. Hallar los puntos ordinarios y singulares de
xy” + (senx)y =0
Solucion:
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e’} (_1)n p(2n+1)
(2n+1)! X 1\n ,2n
senz = (=)
Q) = *27 — -3

|
x x —~ (2n+1)!

= x = 0 es punto ordinario de la E.D. por tanto todos los x # 0 son puntos
singulares.

Ejemplo 3. Hallar los puntos ordinarios y singulares de
y"+ (Inx)y =0

Solucién: x = 0 es un punto singular ya que Inz no tiene expansién en
x = 0, todos los deméas puntos diferentes de cero son puntos ordinarios.

Analicemos el caso en que as(x),ai(x) y ag(x) son polinomios. Si en la
E.D. ay(2)y” + a1(x)y" + ap(z)y = 0 se tiene que as(x), ai(x), ao(z) son poli-
nomios sin factores comunes, o sea, sin raices comunes, entonces r = a es :

i) Un punto ordinario si as(a) # 0 es decir, = a no es raiz del polinomio
as(x).

ii) Un punto singular si as(a) = 0, es decir, si a es raiz de as(x).

Ejemplo 4. Hallar los puntos ordinarios y singulares de
(22 —4)y" +2zy' + 3y =0
Solucién:

as(z) = 2?2 — 4 = 0, luego * = +2 son puntos singulares y x # +2 son
puntos ordinarios.

Teorema 5.1.

Si x = a es un punto ordinario de la ecuacion

az(2)y" + ay(z)y' + ao(x)y = 0,

siempre podemos encontrar dos soluciones distintas (linealmente indepen-
dientes), en serie de potencias; soluciones que son de la forma

y = Z Co(z —a)".
n=0

Una solucién en serie de potencias converge por lo menos para |x —a| < Ry,
donde R; es la distancia de a al punto singular mas cercano.
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Nota: para simplificar supondremos que el punto ordinario es a = 0, si
a # 0, se hace la sustitucién t = = — a. Esta sustitucién convierte la E.D. en
otra E.D. con punto ordinario t = 0.

Ejemplo 5. Resolver por series la E.D. (22 — 1)y” + 42y + 2y =0
Solucién:

7> —1 = 0 = o = %1 son puntos singulares y los  # =1 son puntos
ordinarios.

Trabajemos con el punto ordinario x = 0, los candidatos a solucién son
o0
de la forma y(z) = > Cpa”
n=0

Debemos hallar las C),: derivamos dos veces:

o0
= E nChz" !
n=1

y'(x) = Zn(n —1)Cpa"?
n=2
Pasamos a sustituir ¢/(z) y y”(z) en la E.D. original:

Izy” o y// + 4$yl _|_ 2y — O

inn—lC’x —in(n—l " 2—1—24716’1’ —i—ZQC’x =0
n=2 n=2

Homogenizamos las potencias de z:

in(n— i m+2)(m+1)Chipox™ +Z4n0 x —|—ZQC "
n=2

=0 n=1 n=0

n—2=m =n=m-++2

haciendo { n—2 =0

Escribimos todo en términos de k:

oo

D k(k = 1)Cra® = (k+2)(k + 1)Crpaz® + Y 4k Cra® + ) 20kt =0
k=2 k=1 k=0

k=0
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Ahora homogenizamos el indice de las series:

> k(k — 1)Cra* — 205 — (3)(2)Csz — Y _(k + 2)(k + 1)Cranz® + 4C 12+
k=2 k=2

+Z4kC’kxk + 2Cy + 2C1x + ZQC’kxk =0
k=2 k=2

luego

k=2
Comparando coeficientes:
[L‘022CO—202:0:>02:CO
$1:601—603:0:>01:C'3
" k(k— 1)+ 4k +2]Cp — (k+2)(k+1)Cro=0 k=23,...
(k* + 3k +2)Cy — (k +2)(k + 1)Chia =0
(k+2)(k+1)C, — (k+2)(k+1)Cri2 =10

Férmula de recurrencia para los coeficientes

Iteremos la férmula de recurrencia:
k=2204202200

k:3305203201
k:4306:C4:CO
k:5307:C5201
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Volviendo a

y(@) =Y Cuz" = Co+ Crz + Cor® + Csa® + Coa® + Csa® + Coa® + . ..
n=0

= Cy+ Ciz + Coz? + Ci22 + Cozt + CL° + Coz® + . ..

La solucion general:

=Co(l+2®+a'+ 20+ .. . +2"+. )+Ci(g+2° +2° + .. 422 +.)

J

n(x) ()

1
1 — 22

= Cy +Cir(l+ 22+t + 2%+ )

1 C’lx 1 2 3
:Col—x2+1—a;2 ya que m:1+x+x + a4 ...

Siendo y1(x) y yo(z) dos soluciones linealmente independientes.
El siguiente ejercicio resuelto, sélo tiene validez para E.D. con condiciones

iniciales. Si la condicién inicial estd en z = 0, utilizamos las series Maclaurin
y si la condicién inicial estd en x = a, utilizamos la serie Taylor.

Ejemplo 6. v — e %y =0, y(0) =7/(0) =1
Solucién.

Serie Maclaurin de y(x).

_y(0)x
ylo) =3 =
n=0
/O I/O ///0
y(x):y(O)—l—yl(')x—l—yz(‘)xz—l—yg(' )a:3+...

y(0)=1  ¢'(0)=1
De la ecuacién tenemos que
y'(x) = e "y(x), evaluandoen z=0=79¢"(0)=1x1=1
Derivando nuevamente tenemos que:

y"(v) = e "y (x) — e "y(x)
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evaluando en
r=0=y"0)=1x1-1x1=0

y (@) = ey (@) — Y (x) — e (Y (x) — y(2))

=y 0)=11-1)-1(1-1)=0

y (@) = e (y" (x) = 2y"(x) + ¢/ () — e (y"(2) — 29 + y(2)
y0)=10-2(1)+1)—1(1-2(1)+1) = -1
Sustituyendo en la férmula de Maclaurin:

2 x°

y(a:)zl%—x—l—a—ajt...

Resolver por series los siguientes ejercicios en el punto ordinario z = 0:

Ejercicio 1. y" — 2xy' + 8y =0 y(0)=3, ¢(0)=0
(Rta: y = 3 — 1222 + 42%)

Ejercicio 2. (z2 — 1)y” — 6y =0
(Rta: y = Cp Y 07 ) oo 2" + Cy(x — %))

n=0 (2n—1)(2n—3)

Ejercicio 4. (2% + 1)y” + 62y’ + 6y =0
(Rta: y = Co > o2 o (=1)"(2n + 1)a®" + C1 Y02 o (=1)"(n + 1)z*)

Ejercicio 5. vy" —xy —y =0
(Rta: y = Cp > 0% 550 + O Y000 et — st

n=0 2.4.6-8...2n n=0 1.3-5:7...(2n+1

Ejercicio 6. ¢y’ +e "y =0

(Sugerencia: Hallar la serie e=* y multiplicarla por la serie de y)
3 4 3 4 5

x? x T x® 20 T T T x
(Rta:y:C()(l—?—i‘F———E‘i‘H& "')+Cl<x_€+ﬁ_@_%”')>

Ejercicio 7. (z — 1)y" +¢y' =0
(Rta: y1 = Cy, ya=0C1 )] % =Cilnfz —1])
n=1
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Ejercicio 8. (1 + 2?)y" + 2xy — 2y =0
(Rta: y(z) = Co(1 + xtan™t z) + Cyx)

Ejercicio 9. ¢y — 2y +y = —x cosx, y(0) =0, ¢(0)=2
(Rta: y(z) = = + senx)

Ejercicio 10. v — 2xy/ + 4y =0 con y(0) = 1y /(0) =0
(Rta: y = 1 — 22?%)

Ejercicio 11. (1 —z)?y" — (1 —2)y' —y =0 con y(0) = ¢/ (0) =1
(Rta: y = )

Ejercicio 12. y" — 22y’ — 2y =z con y(0) =1y ¢/(0) = —

(Rta: y = % — 1)

1
4

Ejercicio 13. ¥ + 2y’ + (22 — 1)y = z con y(0) =2 y ¢/(0) = 3. Hallar
los primeros 6 términos de la solucién particular.
(Rta: y =2+ 3z + a2 — La® — Fat — 5s0° — )

Ejercicio 14. Hallar la solucién particular de la E.D. de Ayry, alrededor
del punto ordinario z =1

y' ' —axy =0 y(1)=1, ¢'(1)=0

(Reay = L+ bgpt o (i g fp o Sl )

Ejercicio 15. Hallar la solucién particular de la E.D.
y'—2zy—2y=x y(0)=1 ¢(0)=—
(Rta.: y = = + ex2)
Ejercicio 16. Resolviendo por series, mostrar que la solucion de la E.D.

(r—=1)y" -2y’ +y=0 con y(0)=-2, y(0)=6

es y = 8x — 2e”.
Ejercicio 17. ¢y" +xy' +y =0
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a). Hallar dos soluciones linealmente independientes y; (z), y2(x)

b). Usando el criterio del cociente, mostrar que las dos series son conver-
gentes para todo x.

¢). Probar que y;(z) = e (R
d). Usando el método de reduccién de orden de D’Alembert, hallar ys(z)
(Rta: a). yy(x) = 1—%2—#;—1—%—%..., Yo () :x—g—g—l—%—%qk..)
Ejercicio 18. La E.D. de Legendre de orden « es:
(1—a2*)y" — 22y +ala+1)y=0cona > —1
Mostrar:

a) Que las formulas de recurrencia son:

(—D)"a(a—2)(a—4)...(a —2m+2)(a+ 1)(a+3)... (a+2m — 1)

Cam = (2m)!

(—1)™(a = 1) (= 3) ... (a — 2m + 1)(a +2)(a +4) ... (a+ 2m)

Comy1 =
mel (2m +1)!

b) Las dos soluciones linealmente independientes son:

y1 = Cy Z(—l)m@mﬂ?m
m=0
Y2 = Cy Z(—l)ma2m+1$2m+1
m=0

donde ay,, ¥ as,1 son las fracciones encontradas en a), pero sin (—1)™

¢) Si « es entero no negativo y par, entonces ag,, = 0 para 2m > n;
mostrar que y; es un polinomio de grado n y s es una serie infinita.
Si a es entero no negativo e impar; mostrar que as,11 = 0 para
2m + 1 > n y ys es un polinomio de grado n y y; es una serie in-
finita.
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d) Se acostumbra tomar la constante arbitraria (Cy o Cy segin el caso)
de tal manera que el coeficiente de ™ en el polinomio y; o y (segin el
caso) sea 29(22;2 y se les llama polinomios de LegendreP, (x). Mostrar
que:

N

L ()
Pal®) = 2 3kitn — Rl — 201"

donde N =parte entera de 7

e) Mostrar que los 6 primeros polinomios de Legendre son:

Fo(z) =1, Pi(z) =,
Py(x) = %(3952 _), Py(x) = %(5953 _3w),

1 1
Py(z) = g(35:::4 —302% +3), Ps(z)= §(63x5 — 702° + 157)

Ejercicio 19. Férmula de Rodriguez:

1 d°
nl2n dz™

(a* —1)"

Fu(z) =
para el polinomio de Legendre de grado n.
a) Mostrar que u = (22 — 1) satisface la E.D.
(1 —2®)u’ + 2nzu =0
Derive ambos lados de la E.D. y obtenga

(1 —a2%) +2(n— 1)au' +2nu =0

b) Derive sucesivamente, n veces ambos lados de la ecuacién y obtenga:
(1 — 2% u™ — 220 £ n(n + Du™ =0

Hacer v = u(™ y mostrar que v = D"(1 — 2?)" y luego mostrar que v
satisface la ecuacién de Legendre de orden n

: 2n)!
¢) Demostrar que el coeficiente de z™ en v es %
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d) Explicar porqué ¢) demuestra la féormula de Rodriguez (Notar que el

coeficiente de 2™ en P, (z) es 2?(%2)

Ejercicio 20. La E.D.
y" —2zy + 20y =0

se le llama ecuacién de Hermite de orden o.

a) Mostrar que las dos soluciones en serie de potencias son:

O_/—2 a—2m+ 2 2m
y1—1+z )(Qm()! "
B a_l)(a—S)...(Q—2m+1) 2m+1
Y2 = w+z (2m + 1)! ’

b) Si « es entero par, mostrar que y; es un polinomio.
Si « es impar, mostrar que y, es un polinomio.

¢) El polinomio de la parte b) se denota por H,,(x) y se le llama polinomio
de Hermite cuando el coeficiente de z" es 2".

d) Demostrar que los 6 primeros polinomios de Hermite son:

H(a:):4 -2, H(x):83—123:
Hy(z) = 162" — 482* + 12, Hs(z) = 322° — 1602 + 120z

e) La formula general de los polinomios de Hermite es

Ho(r) = (16 o)

Por induccién mostrar que genera un polinomio de grado n.
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5.3. SOLUCIONES EN TORNO A PUNTOS
SINGULARES REGULARES

Definicién 5.2 (Punto singular).
i. Decimos que x = xy es un punto singular regular de la E.D.QO.

y' + P(x)y + Q(x)y =0,

si (x — x9)P(x) y (v — 20)*Q(x) son analiticas en x = wg, es decir, si
(x —x0)P(2) y (x — 20)*Q(x) tienen desarrollos en series de potencias
de (z — zy). Si x = g no cumple con la anterior definicién, entonces
decimos que x = x( es un punto singular irregular.

ii. Sien la E.D.
az(2)y" + a1 (x)y" + ao(x)y = 0

se tiene que ay(x), ai(x), ap(x) son polinomios sin factores comunes, en-

tonces decimos que x = x, es un punto singular regular si
as(zg) = 0 y ademads, si en P(x) = Z;—Eg v Q(z) = Zgg, el factor

x — xo tiene a lo sumo grado uno en el denominador de P(x) y grado
a lo sumo dos en el denominador de Q(x).

Ejemplo 7.Hallar los puntos singulares regulares e irregulares de
(2 —4)%y" + (z = 2)y' +y =0

Solucion:
Puntos singulares:

ag(r) = (2 —4)* =0= 2 = £2

T —2 1
TR R FEr PR
Q) = =5

(= 2)%(z +2)2

» Con x = +2, como (x —2) es un factor de grado uno en P(z) y de
grado dos en Q(z), por lo tanto x = 2 es punto singular regular.

= Con x = —2 es punto singular irregular, porque x4+ 2 aparece con grado
dos en el denominador de P(z).
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Nota: los puntos singulares pueden ser nimeros complejos.

Teorema 5.2 (de Frobenius).

Si x = x( es un punto singular regular de la E.D.O.

az(2)y" + ay(z)y" + ao(x)y =0,

entonces existe al menos una solucion en serie de la forma:

(0.@)

n+r
g Co(x — x0)"",
n=0

donde r es una constante a determinar.
Esta serie converge en un intervalo de la forma 0 < x — zy < R.

Ejemplo 8. Utilizar el teorema de Frobenius para hallar dos soluciones
linealmente independientes de la E.D. 3zy” +4y —y =0
Solucion:

x =0 es punto singular y es regular porque

1 1
P g I
()=, Q)=-7
Suponemos una soluciéon de la forma:
y=> Cox"" =y = (n+r)Cpa !
n=0 n=0

Z n—+r)(n4r—1)Cpz"t 2
n=0

y sustituimos en la E.D.

o0

3z +y —y = Z 3(n+r)(n+r—1)C,a"" 1+Z n+r)C ””_I—Z CLax™tr =

n=0

oo

Z(n+r)(3n+3r—2 gt ZCZL‘

n=0
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x" Z(n +7)(3n + 3r — 2)Cpa" ™ — Z Cpx" | =0
n=0 n=0
Sacamos la potencia més baja:
z" [r(3r —2)Cox ™ + Z(n +7)(3n + 3r —2)Cpa" ™ — Z Cpox"| =0
n=1 n=0
h k=n—-1 ==n=k+1
agamos I 0
x" [r(ST —2)Coxt + Z(k‘ +7r+1)3k+3r + 1)C’k+1xk — Z Cha®| =0
k=0 k=0
xrbﬂ%—Zﬂ%w1+§:Kk+r+D@k+3%+UCH1—CQﬁ —0
k=0
en potencias de:
7t r(3r —2)Ch =0
y en potencias de:
" (k+r+1)Bk+3r+1)Chy1 —Cr =0 con k=0,1,2,...
. 2
siCy£Z0=r3r—-2)=0 = ro =10 n=3 y
—— N 7,
cc. indicial indices (o exponentes) de la singularidad
Ck
Chir = L k=0,1,2,...
LTkt r+ DBk +3r+ 1)
Con r; = % que es la raiz mayor, entonces:
Ck Ck
Chyy = - L k=0,1,... 5.1
LTk 0)Bk+3)  Bk+5)(k+1) (5:1)
Con r9 = 0 entonces:
C
Chsr = . k=0,1,... (5.2)

(k+1)(3k + 1)
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Iteremos (5.1):

Co
k=0:C,=
"Tex
k=1:Cy= G _ Co = Co
8x2 (Bx1)x(8x2) 2Ix(5hx38)
k:2:03: 02 _ CO _ CO
11x3 (xl)x(8x2) x(11x3) 3/x5x8x 11
Cs Co
kj: N = =
3 T A T WX x8x 1l x 14
generalizando
C, = Co n=1,2,...
n!x5x8x11x14...(3n+2)
Iteremos (5.2):
Co
I{:—O.Cl—lxl
Ch Co
k=1:Cy = =
T 2x4 (Ix1)x(2x4)
Cg C() C(O
k=2:C3= = =
PT3xT (Ax1)x(2x4)x@Bx7)  3x4x7
Cs Co
k: . g =
3 S I T ITxdx T x 10
generalizando
Co
C, = =1,2,...
Mx1x4x7x10...(3n—2)
2 o0 oo o0
r1:§:>y1 = ZC’nm”+%:x§ZC’nx”:x§ Co—i—ZCn:p”
n=0 n=0 n=1
. 3 Cy .
- Co+nz_:1n!x5><8><11><14...(3n+2)$]
oo xn
= Cyzs |1
0 +;n!><5><8><11><14...(3n+2)
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ro=0= 1y, = ianL””O = iCnx" = Co—l—icna:"
n=0 n=0 n=1

e
0+;n!><1><4><7><10...(3n—2)x

n

o0 l‘n
1
Jr;n!x 1x4x7x 10...(3n—2)]
Luego la solucion general es :

y = kiy1 + kaye

n

2 > x
— Oyt |1
10 L% +nz:1n!><5><8><11><14...(3n+2)

kQCO

o0 :L"n
1
+;n! X1 x4x7x 10...(3n—2)}
observemos que para este ejemplo

2
leg, rgzO:rl—m:g% entero

Nota: en general si x = 0 es un punto singular regular, entonces las funciones
zP(z) y z*Q(x) son analiticas en x = 0, es decir

rP(x) = py + prw + pox® + ...

2’Q(7) = qo + 7 + @’ + ...

son convergentes en intervalos de radio positivo. Después de sustituir y =
Yo 0 Crx™ en la E.D. y simplificar, la ecuacién indicial es una ecuacién
cuadratica en r que resulta de igualar a cero el coeficiente de la menor po-
tencia de x. Siguiendo este procedimiento se puede mostrar que la ecuacién
indicial es

r(r—1)+por+q =0

Se hallan las raices de la ecuacion indicial y se sustituyen en la relacién de
recurrencia.
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Con las raices de la ecuacion indicial pueden ocurrir los siguientes tres
casos.

CASO I: cuando r; — ry # entero positivo (r; > r9), entonces las dos
soluciones linealmente independientes son:

oo
Y= E Crpa™*™
n=0

oo
= Gt
n=0

Este caso lo hemos contemplado en el Ejemplo 8.

CASO II: cuando r; — 1o = entero positivo (r; > 19), entonces las dos
soluciones linealmente independientes son:

(o]
Yy = § :Cnl’n+m
n=0

Y2 = Cyi () Inz + anl’nm bo # 0,

n=0

donde C' es una constante que puede ser cero.

Nota: para saber si C' es cero o diferente de cero, utilizamos la férmula
de D’Alembert; si es cero, entonces en 1, no aparece el término logaritmico.
El préximo ejemplo lo haremos con C' = 0; si C' # 0, y, también se puede
hallar utilizando la férmula de D’Alembert:

effP(:p) dx
Y2 = y1<x>/ [y1<l')]2 dx

o también derivando dos veces

Y2 = Cyi () Inz + anﬂﬁnm bo # 0,

n=0

y sustituyendo en la E.D. e iterando la férmula de recurrencia para hallar los
coeficientes b,,.
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CASO III: cuando r; — ro = 0, entonces las soluciones linealmente in-
dependientes son:

Yy = Z Coz"™  con Cy#0

n=0

Y2 = yi(z) Inz + Z b, sabiendo que rq =1y

n=1

5.3.1. CASO II: r — ry = entero positivo

Con el siguiente ejemplo mostramos el CASO 1II, o sea cuando r; — ry =
entero positivo.
Ejemplo 9. zy" + (5+3x)y + 3y =0
Solucién:

x = 0 es punto singular regular, ya que

_5—1—335

Pla) ==

3
x) ==
Q) ==
Si utilizamos la formula de D’Alembert encontramos que después de efectuar
todas las operaciones, el primer término no tiene logaritmo, por tanto C' = 0.
Ahora supongamos que

Y= Z Cpa"™ =y = Z(n + 1) Ot
n=0 n=0

Y = Z(n +7r)(n+r—1)Cpa" 2
n=0
sustituyendo en la E.D.

xy" + 5y +3xy +3y =0

o0

Z(n +r)(n+r—1)Cpa™ T 4 Z 5(n +r)Cpa™
n=0

n=0
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OOBn—i—?" 2"+ 302"
> >

x" Z(n +r)yn+7r—1+5)Cu™ " + Z3(n +7r+1)Cha™| =0
n=0 n=0
" r(r+4)Cor! + Z(n +7r)(n+r+4)Cpx™ !t + Z 3n+r+1)Cha"| =0
n=1 n=0
h k=n—-1 =n=k+1
ABAMOS - ando n = 1 =k=0
luego
"lrr+ 9 Y [(k+ 1+ 1)k + 7+ 5)Cher +3(k +1+ )it | =0
k=0
Por lo tanto la ecuacién indicial:
r(r+4)=0=1r =0 79=—4 0seaque 1 — ry = entero positivo
y la férmula de recurrencia es
(k+r+1)(k+r+5)Ce1+3k+r+1)Ce=0 k=0,1,...
e iteramos con la menor raiz indicial ro = —4:
(k+1)(k—=3)Cry1 +3(k—=3)Cr, =0 k=0,1,...
9C;
k=0 : 1(=3)Ci +3(-3)Co= C, = 30:—300
6C" 3 9
k=1 : 2(—2)02 + 3( )Cl =0= CQ 41 = —§<—3)C() = 500
3C 9
k=2 3<_1)C3+3( )CQ —0:>03 32 = —ECO

C} es parametro

/{324 . Ck+1 :——Ck
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es decir

Cy : parametro

3
E > 4:C
T kv "
iteremos (5.3):
3
k = 4: C5 = —5 C4
3 3x3
k= 5:Cg 5 & 5><604
3 3 X3 x3
k= 6: =—=-Csg=—
6:Cr 7 Cs 5x6x7
334!
== G
generalizando
3(n=4)4]
c, = (-1 ' Cy n>4
n!

y = i@ﬁ”‘l
n=0

= 27%Co+ Chz + Coa® + Csz® + Y Cpa”]

n=4
9 9
= 1’74[00 — 300 T + §C0 x2 — 500 IB + 04374 +
- 3(n=441

+ Y () Caa”]
n=>
le(\I)
= Cyz* (1 —3x+ §x2 — 5953)
Y2 ()

A\

7 N

> 3(n=44]
+C, <1 +) (=" ol x"_4)
n=>5 ’




5.3. SOLUCIONES EN TORNO A PUNTOS SING. REG. 187

g k=n—-4 =n=k+4
AgAMmos n=2> k=1

- 3F4!
y = Coyi(z +C4<1+Z k+4k+4> k)

N J/

converge Vr € Re

Para abordar el caso iii) cuando r; = 75 necesitamos definir la funcién
Gamma.

5.3.2. FUNCION GAMMA: I'(z)

Definicién 5.3. Sea x > 0. La funciéon Gamma se define asi:
['(x) :/ e Tl dr
0

Teorema 5.3 (Férmula de recurrencia para la funcién I').

Parax >0: I'(x +1) =2l(z) .

Demostracién: I'(z +1) = [[“e "r%dr = —e "7%[F + [T xe Tr" Hdr =
la anterior integral se hlZO por partes,
haciendo v =7"= du = z7* tdr

dv =eTdt= v=—eT"

=0—0+x [, e " tdr = al'(z)
ya que por el teorema de estriccion y la regla de L’Hopital

’ _ xT
lim e77% = lim = = [ |
T—00 T—00 €
Observaciones:

a).

x (01]02]03]0405] 061|077 ]08]7]09
[(z) | 9.5]459 (299|222 /r|149]1.30|1.16 | 1.07
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b). Si z = n entero positivo:

[\ [N}

Ejemplo 10. T (3) = I'(3+1) = 31 (2) = 0 (5+1) =
VT

I'n+1)=nl'(n) =n(n—1)I'h—1)=...=n(n—-1)(n—2)...1I'(1)

PeroT'(1) = [[Fer0dr = — 7| =—(0—-1) =1
Luego,

I'(n+1) =n!
Definicién 5.4. Siz < 0, definimos I'(x) asi: I'(z) = (x —1)['(z —1) si

x # 0 o x # de un entero negativo. I'(z) = +o00 si x = 0 o x = entero
negativo.(Ver la grafica 5.1)

NOTA: la férmula para calcular I'(x) para z < 0 es:

I(z) = % Mz +1)

En la figuta 5.1 se muestra la grafica de la funcién I'(x).

[ [ [ [ [ 6
| | |
I I I 571
| | |
| | | 4t
I I I
| | | 3|
| | |
| | | 9|
| | |
| | [ i
I I I !
| | | .
-3 :—2 : 1 1 2 3 4 5
| | -1
I I
I I F-2
| |
| | L -3
| |
| | L4
| |
| | L -5
| |
| | | %
Figura 5.1

2




5.3. SOLUCIONES EN TORNO A PUNTOS SING. REG. 189

Ejemplo 11. T’ (—g)
Solucion:

Il
/T\/T\/\
VRN N NCREEN I )
N~ N~

|
N

- () ) ) )

Como I'(n 4+ 1) = n! para n entero positivo, generalizamos el factorial as:

Definicién 5.5 (Factorial generalizado). z! = T'(z + 1), x # entero
negativo.

Nota: con n =0 obtenemos 0! =T (0+1)=T(1)=1y
N=r1+4+1)=1Tr1)=1x1=1
con esto probamos, mediante la funciéon Gamma, que 0! =1 = 1!

Ejemplo 12. Hallar (% !

)l
@-rG+)-3

Ejemplo 13. Calcular (—%)!
Solucién:

(D - () (- (D0
(D

Ejercicio 1. Hallar [} 2% (In1)* dx
(Rta: 3%)

3t

VT

o W
N | —

DO | Ot
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Ejercicio 2. Hallar [;* e dx

(Rta: ‘/7%)

Ejercicio 3. Hallar utilizando la funcién T': [ 22e " dx

(Rta: ‘/TE)

Ejercicio 4. Probar que

1 (2n +1)!
il W G A
("+ 2)' pariy VT

<n— 1)' B (271)!\/7_T

2/ 22np)

para todo entero n no negativo.

5.3.3. CASO III: r; =19

CASO III: r; = r,. Tomamos como ejemplo para este caso, la E.D. de
Bessel de orden cero.

Definicién 5.6 (Ecuacién Diferencial de Bessel). La E.D.:

P’y | dy
v og e+ (@ =Py =0

donde p es un parametro positivo, se le llama E.D. de Bessel de orden p.

Las soluciones de esta E.D. se les llama funciones de Bessel de orden p.

Cuando p =0y = # 0 entonces

dy  dy

T+ 5 +axy =0.

dz?  dx J
Hallemos explicitamente estas soluciones en el intervalo 0 < x < R; es facil
ver que z = ( es un punto singular regular.
Suponemos una soluciéon de la forma

o]
o E n+r
y - Cnx )
n=0
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con 0 <z < Ry Cy # 0; derivamos dos veces y sustituimos en la E.D. y

llegamos a esto:

Z(" +7)(n+r—1)Cpa™ "+ Z(n +7)Cpa™ T Z C, "t =
n=0 n—0 —
n+1r)?Cpa™ ! 4 C,z" =0
>_(n+7)
n=0 n=0

z" [i(n +7)2Cpa™ ! + i C’nxnﬂ} =0
n=0

n=0

para homogenizar los exponentes hagamos k =n—1 (oseaquen=k+1y
cuando n = 0 entonces k = —1) en la primera sumatoria y hagamos k = n+1

en la segunda sumatoria, luego

o0 (e 9]

J}T|: Z (k? +7r—+ 1)2Ck+1$k + Z Ck_l.%k} =0

k=—1 n=1

x" [7“200:10_1 + (r+1)*Cia° + Z[(k’ + 7+ 1)?Chy1 + Cri] xk} =0
k=1

comparamos coeficientes
r’Co=0, (r+12C; =0, (k+r+1)>Cip1+Cy1=0conk>1
SiCo?éO:leT‘Q:T:O

(0+1)2°C;=0=C, =0
Cr

= — k=1,2,...
G (k+1)? '
iterando k
Co Co
k=1 Cy=— = ——
7 I T A 22
Ch
k=2 = CS__§_
Cy Co
h=3 = G="p=p,p
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k=4 = (C5=0

Cy Co
h=5 = G="m = s exe
Generalizando,
C() C10
n — \T " =(=1)"
G2 (=1) 22.42.62. . (2n)? (=1) (2-4-6---(2n))?
n Co
= 1) (27 1-2-3...n)?
Co

= <—1) W’ n:O,l,Q,...
02n+1 = 0, 7’L2071,2,...

Sustituimos en

yi(z) = Z C,z" = Z Oy
n=0 n=0

- n Co n
= Z(‘l) 921 (71)2 v*" = Co

n=0

Por definicion, la serie

S e

n=0
se le llama funcién de Bessel de orden cero y de primera especie

x? axt 20

Ty
Jo() 161 201t

La segunda solucion la hallamos por el método de reduccion de orden D’ Alembert:

o d 1

2 3zt 5af
como [JO(JJ)]2 = 1—54—5—%—1—...
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N 1 _1+x+5$3+23x5+
o[lJo(x)2 = 2 32 576
1 r  bad 2310
= J el . )d
ya(w) 0<x>/ (x+ 532 TEme ) v

J()[l +m2+5x4+23x6+
= n —_— —_— ..
OVEJ I 7 T 198 T 3456

]

o)z + (1 x2+934 28 N x2+5x4+23x6+
= T)inr —_ — _— —_— _—
0 4 64 2304 4 128 ' 3456
2 3t 1126
— ] - -
Y2 Jo(x)Inw+ 70 = oo+ ood

NOTA: observemos que

1 1 3 -3
(=1) SCIEA 2) 21222 128

1 11 11 11
—1)* 14+ =4+ = =
S TENE ( o 3) 26626 13824

Por tanto
I.Q ./L'4 1 6 1 1
ya(x) = Jo(x)lnf‘i‘?—m(l-l-E) + 25(31)? (1—1—5—1-5) — ...
= (—1)"+! 11 1\
= 1 s 1+ s+ =)™ 4
ya(z) = Jo(2) nx+; gz \(Ltg Tttty )e (5.4)

Donde (5.4) es la segunda solucién y es linealmente independiente con y;.
La solucion general es:

y = CoJo(x) + Crya(w)

En vez de yy(x) como segunda solucién, se acostumbra tomar la siguiente
funciéon combinacién lineal de y, v Jy, como segunda solucion:

2

™

Yo(z) = =[y2(2) + (v — In2)Jo ()]
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donde 7y es la constante de Euler; a Yy(z) se le llama funcién de Bessel de
orden cero y de segunda especie y

1 1 1
v = lim <1+§+—+...+——lnn)z0,5772
n

n—00 3

Asi Yy(x) sera igual a

2

Yo(x)

+Z{ (2;”1:!;2 (1 N % " % T %) 2+ (y — 1n2)J0(:c)]

=2 [l o) LG (35 ) 6

La solucion general es: y = CyJo(x) + CaYp(x), las gréficas de Jo(x) y Yo(x)
se muestran en la figura 5.2

] X

N AU A =T

Figura 5.2 Jo(x) y Yo(x).

5.3.4. ECUACION DE BESSEL DE ORDEN p :

Sabemos que

2’y +ay + (2" = p*)y =0

se le llama E.D. de Bessel de orden p > 0 y z > 0. Trabajemos con p > 0
y veamos que = 0 es un punto singular regular. En efecto, como x? = 0
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entonces r =0y

por tanto x = 0 es un punto singular regular; suponemos una solucién de la

forma
[eS)
Y = E C«nxn—ﬁ-r
n=0

con Cy # 0y 0 <z < R; derivamos dos veces y sustituimos en la E.D., el
resultado es:

a” [(7’2 —p?)Cox® + [(r +1)* — p?|Crz + i{[(n +7)2 = p?|Cp +Cp_o}a™| =0

n=2
Luego,
(r?=p*)Co =0
[(r+1)*—p*C1 =0 (5.5)

[(n+7)*—p*Cp+Cpho =0 para n>2
Si Cp # 0 = r? — p? = 0 (ecuacién indicial)
r=4p=r=p ro = —p (indices de la singularidad)
Sir; =p = en la ecuacién (5.5):
[(p+1)* = p*]CL =0
(1+2p)C; =0=C; =0, yaque p>0
[(n+p)?—pYCh +Cra=0 n>2

(n* +2np)C, +C, =0
n(n + 2p>Cn +Ch2=0 n =2
Cn—?

Cp=——>"2_ p>2
n(n + 2p)
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por tanto todos los coeficientes impares son cero, ya que C; = 0.

Iteramos los pares con n > 2 y obtenemos:

(—1)" C,

=@ a et @)

(—=1)" Gy
Con = ; =0,1,2...
SPGB
luego,
i) = Cpa™P = a? Y Cpa”
n=0 n=0
Asi,

n (95) =" Z C2n$2n
n=0

Al reemplazar (5.6), obtenemos:

— P - (_1)”x2”
n(z) = xCO;22"n!(l+p)(2+p)(3+p>”'(”+p)

e (_1)n p2n+p

= 0% p T G D)

_ = (=" z
B KO;n!(l +p)2+p)B+p)---(n+p) <2

donde la constante Ky = Cy 2P .
Veamos los siguientes casos:

@ Si p es un entero positivo:

2

(=1)" (x>2"+p

nle) = p!nzzon!p!(l+p)(2+p>(3+p>”'(n+p)

xT ) 2n+p

(5.6)
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a la expresién
i (_ 1)" <x> 2n+p
| |
“—nl(n+p)!\2

se le llama funcion de Bessel de orden p y primera especie y se denota por

Jp(x).
® Si p es diferente de un entero positivo:

B () (_1)n 2n+p
y1<x> = ;n'(l +p)(2 +p)(3+p)...(n—|—p) (5)

_ - (1" e
= T+ 1); nll(p+1)(1+p)(2+p)---(n+p) <2

ycomo I'(n+p+1) = (n+pl(n+p)
= (n+p)n+tp-Ln+p-1)
= (n+p)(n+p- (1+p)l(1+p)

)
e ) = TS g ()™

2

La expresion

; n! F(E;i);+ 1) (%)Mp = H(@)

se le llama funcion de Bessel de orden p y primera especie y se denota por
Jp(z), (Ver gréfica 5.3).

04F

OQ*A AWAWAAA
\/b h\/ 2M25\ﬁ0\j 20

—0.2

—-0.4

r

Figura 5.3 Jr ().




198 CAPITULO 5. SOLUCIONES POR SERIES

En general para p = entero o p # enteroy p > 0

Tl = r((njzn; +1) (§)2m+p

m=0

Para ry = —p, supongamos que r; —ry = p— (—p) = 2p y 2p diferente de un
entero positivo y p > 0.
La segunda solucién es :

=) n! r(§1——1>;+ 1) (g)zw = Jo(®)

n=0

que es la funcién de Bessel de orden —p

La solucién general, y(z) = C1J,(z) + CoJ_,(x) si 2p # entero positivo

p > 0. También, si 2p = entero, pero p # entero, entonces la solucién general
es y(x) = C1Jy(x) + Cod_p(2)

0.4

0.2

—04}

Figura 5.4 Js(z)y J_3(x).

Cuando r;—ry = 2p = entero positivo (caso ii.) y p es un entero, entonces
J, v J_, son linealmente dependientes (Ejercicio)(Ver figura 5.4 con p = 3,
obsérvese que J_3(x) = —J3(x), es decir son linealmente dependientes). En
este caso la segunda solucion es de la forma

yo(z) = CJ,Inz + anxn_p C#0
n=0

O también podemos usar el método de reduccion de D’Alembert como hici-
mos con la funcién de Bessel de orden cero y segunda especie Yy(z).
Haciendo el mismo proceso, llegamos a Y,(z) = Bessel de orden p y segunda
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especie,

Donde v es la constante de Euler. La solucién Y, se le llama funcién de

Bessel de orden p y segunda especie.

Solucién general: y = CyJ,(x) + CoY,(x), donde p es un entero positi-

vo.Ver grafica 5.5 para Y,(x) con p = 1.

0.5

5\/10\/5 2/ X/ 30\S35 A0 ~F 50

—0.5¢

—-1.0*%
Figura 5.5 Y)(z)

Las siguientes propiedades de la funcion de Bessel, se dejan como ejerci-
cios.

Ejercicio 1. Mostrar que con el cambio de variable y = % reduce la

E.D. de Bessel de orden p a la E.D.:

u' () + [1+ G —p2> %} =0
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Ejercicio 2. Con el resultado anterior, mostrar que la solucién general
de la E.D. de Bessel de orden p = % es:

Ejercicio 3. Sabiendo que

e " T\ 2n+p
nzzon' n+p <2>

Mostrar que

a2 gy ()] = kat s (k)

d
dr [z Jp(kx)] = —ka™" i1 (k)
donde k = cte.

Ejercicio 4. Con los resultados del ejercicio anterior, mostrar que

d

k)] = kJpa(ke) = Jke) (%)
L) = —kdpalh) + Zaka) ()

Y con esto mostrar que

d

(k)] =

le

[prl(k@ — Jpi1 (k)]

mm=%mmm+m%m

Ejercicio 5. Hallar J;(z) y -LJi () en términos de Jo(z) y Jo(x)
Hallar Jp+%(x) en términos de Jp_%(x) y Jp+g(x).

Ejercicio 6. Probar que [ Ji(z)dz = —Jy(z) +

Ejercicio 7. Probar que para p entero positivo:
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i) Usando el ejercicio 4. y la aproximacién

2 T pT
Jp(x) =~ @/%cos(x —1 7)

Probar que [° Jpi1(z)de = [;° Jp—1(z) da.

ii) Sabiendo que [ Jo(z) dz = 1 (ver ejercicio 21. de la seccién 6.4),
mostrar que [~ J,(z) doz =1

i) f (22) do = 1
Ejercicio 8. Para p =0, 1,2, ... mostrar que:

i) () = (~1) ()
i) J,(—) = (—1)7J (x)

i) J,(0)=0, p>0

iv) Jo(0) =1
v) lim Yy(z) = —oo

Ejercicio 9. Comprobar que la E.D.

zy" +(1=2p)y + 2y =0

tiene la solucién particular y = 2?.J,(z)
(Ayuda: hacer u = x~Py)

Ejercicio 10. Con el cambio de variable y = x_%u()\m), hallar la solucién

general de

x2y”—|—2xy'—|—/\2x2y20

(Rta.:;y = Cyz~2.J1 (Ax) + ng_%(]_%(/\x))

1
2
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5.3.5. PUNTO EN EL INFINITO

Parala E.D.: ¥/ + P(z)y + Q(z)y = 0, se desea saber el comportamiento
de la solucién en el infinito, para ello se hace el cambio de variable t = %
O sea que cuando © — co =t — 0.

Derivemos dos veces (usando la regla de la cadena) y sustituyamos en la

E.D.:

v _dvdt _dy Ly
dx dt de dt* 22 dt
d dy d dy. dt ,d%y dy.,
”: —_—— ) = —(— ) — = |— ——2t— —_
V= na T d W w T T ae gD

y”+[2—P(%)] ’+%:0

t 2 t

Si t = 0 es punto ordinario entonces = en el infinito es un punto ordinario.
Si ¢ = 0 es un punto singular regular con exponentes de singularidad 71, 79
entonces x en el infinito es un punto singular regular con exponentes de
singularidad 71, rs.

Si t = 0 es un punto singular irregular entonces = en el infinito es un punto
singular irregular.

Ejemplo 14. Anélizar los puntos en el infinito para la E.D. de Euler:

4, 2
y'+ -y + Sy=0
T T

Solucion: haciendo el cambio de variable t = % queda transformada en la

E.D.:
2 2

y' =3y +5y=0
Por lo tanto ¢ = 0 es un punto singular regular y la ecuacion indicial es
r(r—1)—2r+2=0=r =2, 15 = 1, por lo tanto x en el infinito es un
punto singular regular con exponentes 2 y 1.

Para los ejercicios siguientes, decir si la E.D. tiene un punto singular
regular o irregular en el infinito:

1). 2%y —4y =0
(Rta.: hay un punto singular regular en el infinito)
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2).

$3y” + 2x2y’ + 3y =0
(Rta.: hay un punto singular regular en el infinito)

Para los ejercicios siguientes hallar las raices indiciales y las dos soluciones
en serie de Frobenius, linealmente independientes con |z| > 0.

1).

2).

3).

4).

5).

6).

7).

dry” +2y +y =20
(Rta.: y; = cos\/z, yz = sen/x)

xy" + 2y + 92y =0
(Rta.: Y = cosx33:7 Yy = sen3m>

xT

xy" + 2y —4xy =0

. __ cosh2x __ senh2zx
(Rta.. Yy = Y Yo = — )

xy’ —y + 423y =0
(Rta.: y; = cosz?, yo = sena?)

4a?y" — dxy + (3 — 42?)y =0
(Rta.: y; = \/zcoshz, ys =+/rsenhx)

20y" + 3y —y =0

(Rta.:
- " - "
yl_;n!3.5.7...(2n+1)’ 2= ;n!1.3-5...(2n—1))

2y —y —y =0
(Rta.:

xn

3 o o0 xn
=22(14) =l
i x2(+n:1n!5-7...(2n+3))’ e ;;”!1'3'5"‘(%_3))
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8). 3zy" + 2y +2y=0
(Rta.:
S (o v,
yl_x?);n!4-7...(3n+l) ’ +Z ?m—l) )
9). 22%y" +xy — (1 +22%)y =0
(Rta.:
(L’Qn | 0 x2n
— 2(1 =2
= +;n!7.11...(4n—|—3))’ 2= 2;71!1'5...(4?14—1))
10). 22%y" + zy' — (3 22%)y =0
1 n
(Rta.: y; = 22 (1 + D ot 7T 1(3 ()4n+5)a72 );
n—l )
1 n
+anza 7. 4n—5)x )
11). 62%y" + Tay — (2* +2)y =0
1,2”
(Rta.: y; = =3 (1 + D el T )
ey - )
=z
Yz £ omnl5 17 (120 — 7)
12). 3z%" + 22y + 2%y =0
(Rta.: y; = 375(1 + Dy anml)x%)’
(=1)" 2
=1 "
V2 +;2”n!5-11...(6n—1)x )
13). 22"+ (1+2)y +y =0

(Rta.:
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14). 2zy" + (1 — 22y — 4oy = 0

(Rta.:
5200: 2 _ e S =14 E z")
= = -
Y1 ~ nlon 3 7.. 4” - 1)

15). 2"+ (3 —2)y —y =20
(Rta.: y; = x_z(l + ), yp =1+ 2220:1 (ni2)!)

16). zy" +(5—2)y —y=0
2 3
Rta:y =2 {(l+0+5 +2), yo=1+24>"7 n+4) Trayt)

17). 2y" + (x —6)y —3y =0
(Rta.:

11 1, y2:x7(1+§:(—1)"4-5-6---(n+3) -

=gt
h= 1=t 5 g W8-9-10- - (nt7) "

18). bzy” + (30 + 3x)y + 3y =0
(Rta.: yl—x_5(1 x—l——x —ﬁx +mx )
Y2 = 1+120 Zn 1 (n+5)'§)”xn)

19). 2y" — (4+2)y +3y =0

(Rta.: yy =1+ 304 122 + 2%, yo =2°(1+1203 7, ((r?i;))!x”))

20). 2%y" + (22 +32?)y —2y =0

00 _1\yn—1an
(Rta.: yy = 27 2(2 — 62+ 92%), ya = > 07, ( (171)+2)!3 ")

21). z(1—2)y" =3y +2y=0
4
(Rta.: y1 =3+ 21 + 27, yp = )

22). 2y’ +2y —xy =0
_ 2n cosh — z?nt! senhx
(Rta Yy = 1 Zn 0 (2n)' == h y Yo =2 ! Zn 0 ( 2n+1)' = Ih )
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23).

24).

25).

26).

27).

28).

29).

30).

31).

32).

x(z—1)y"+3y —2y=0

(Rta.: yy =1+ 22+ 327, o = >0 ((n+ 1)z™™)

vy’ +(1—2z)y —y=0

(Rta.: yi(z) = X207,

ﬁac?’—l— ﬁx“ —..)

vy +y +y=0
(Rta.:

(o) = S S, = ) o]+ o)

:0(‘

2?2y +x(z -1y +y=0

n

= e’, yp = yi(x) [z + y(2)(—2 + 327 —

5 23
2w+ a4+ =t
x+4x +27x+ )

(Rta.: yy(z) = we ™, yp = we *(In|a| + x4+ 2% + 752° + . .))

zy"+ (@ —1)y —2y=0

(Rta.: yy(z) =22, yo=1a’Infz| — L +2— 2%+ ..)

vy — 2 -1y +(x—1y=0
(Rta.: y1(2) = e, yo = e"Inz|)

y//+ %y/ +4x2y =0
(Rta.: yl(x) _ sean’ Yo = coszz)

2

v'+ 3y — Fy=0
(Rta.: y1(x) =z, yo = m_lz)

xy" +2y +axy=0
(Rta.: yi(z) = ==, yp = <)

T x
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33). vy +(1—22)y — (1 —x)y =0
(Rta.: yi(z) =€, yo = e"In|z])

34). v =2y + (1+ z=2)y =0
(Rta.: y1(z) = Vx e®, yo = /x e”In|x|)

35). z(x —1)y" — (1 —3x)y +y
(Rta.: y1(z) = 1=, 42 = 1{1

)

Ell

I
8

36). v+ 1y —y=0
1:2 1'4 $2 .'134
(Rta: yi(2) =1+ % + gz + - - yo =Inlzjy — (5 + 25 +...))

37). y'+ 5y + 2y =0
1z ( —%x+%$2+...), Yo =1—=3x+22%+...)

38). 22y +x(z— 1)y — (. — 1)y =0

(Rta.: yi(x) =z, yp=clnz| + 300, C°

n=1 nln TL+1)

Zz

39). zy’ — 2%/ + (#* = 2)y =0 con y(0) =0 y 3/ (0) =1
(Rta: y = xe”)

40). La ecuacién hipergeométrica de Gauss es
z(1—x)y"+[y—(a+ B+ 1)y —afy =0

donde «, B, < son constantes

a). Mostrar que = 0 es un punto singular regular con exponente de
singularidad 0 y 1 — 7.

b). Si « es un entero positivo, mostrar que

y(r) = 2" i Cpa" = i Cpa"
n=0 n=0
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con Cy # 0, cuya relacion de recurrencia es:

(a+n)(f+n)
(v +n)(1+n)

n

Cn—i—l -

paran >0

c¢). Si Cy = 1 entonces

donde a, = a(a—1)... (v +mn—1) paran > 1y similarmente se
definen £, y ¥y.

d). La serie en ¢) se le llama serie hipergeométrica y se denota por
F(a, 8,7, ). Demostrar que:

1) F(1,1,1,2) = t (la serie geométrica)

2) 2F(1,1,2,—x) = In(1 + x)

3) vF(3,1,%,—2%) =tan"'x

4) F(=k,1,1,—x) = (1 + z)* (la serie binomial).

5.4. ANEXO CON EL PAQUETE Maple

Ejemplo 15. Resolver la E.D. del Ejemplo 5. (2% — 1)y” + 42y’ +2y = 0
>Eqnl:={(x"2-1)*D(D(y)) (x)+4*x*D(y) (x)+2*y(x)=0,D(y) (0)=C1,y(0)=CO};

Egnl =
{(@?=1)xD(D(y))(x)+4*a*D(y)(x)+2xy(z) = 0, D(y)(0) = C1,y(0) = C0}

>0rder:=8:
>Soll:=dsolve(Eqnl,y(x),series);

Soll := y(z) = CO+Clz+C0x* +Cla* +C02* + Cla® + C02° + Clz"+O(z®)

Ejemplo 16. Para el ejemplo anterior, hallar la relacién de recurrencia, ite-
rarla hasta n = 8 y luego dar la solucion.
Debemos cambiar el formato de entrada de la E.D.
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>eqn2:=(x"2-1)*diff (y(x) ,x,x)+4*xx*xdiff (y(x) ,x)+2*xy (x)=0;

>eqn2 = (22 — 1)« dif f(y(x),n,2) +4*xxdif f(y(z),z) +2xy(z) =0
>SeriesSol:=sum(a[n]*x"n,n=k-2..k+2);

SeriesSol = alk — 2]a%*=2 4+ a[-1 + k]a*F) 1 alk]a* + all + k]o(HR) 4
alk + 2)z*k+2)

>simplify(simplify(subs(y(x)=SeriesSol,eqn2)));
—(—5a[k 2x* =2k + 3alk + 2a* Dk — a[k]2*Ek + a[l + k]2 P E — 2Falk —
2)k? — (MR a[—1 + Kk

—3a[— 1 + kxR — 3202 q[k)k + 2Falk]k? + 2% Dalk + 2]k% + 2a[-1 +
k’]ZB( 1+k)

+6a[k — 2]a*=2 4 2*2q[k — 2]k% + 2HRg[—1 + k]k? 4 2a[k + 2)a++2) —
r(+R) g1 + k]k?

—72* D q[k4+-2) b+ a[1+k k2 +2*a[k— 2]k — 2 * D alk]k? — 5253 a[1+-k] k
—z2* a1 + kK2 — 2 alk + 2)k% — 2alk]z* ) — 6a[l + k|o*+3) — 124k +
2)zF+2)) /22 = 0

>al[k+2] :=simplify(solve(coeff(1lhs(%),x" (k+2)),alk+2]));

alk + 2] := alk]

>a[0] :=C0:a[1]:=C1:
> for k from 2 to 8 do alk]:=al[k-2] od:
> Sol2:=sum(alj]*x"j,j=0..8);

Sol2 := C0 + Clx + C0z? + Clz® + COz* + Clz® + C0z% + Clz™ + C0x®

>Y1:=COxsum(’x"~ (2xk)’ ,k=0..infinity);

o0
2 —1
>Y2:=Clxsum(’x*x~ (2%k)’,k=0..infinity);

Y1:=—
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Clx
22— 1
Ejemplo 17. Las siguientes instrucciones grafican las funciones de Bessel de
primera especie y segunda especie.

Y2:=

>plot (BesselJ(3,x),x=0..50,y=-0.5..0.5);
>plot(BesselY(1,x),x=.1..50,y=-1..0.5);




