APENDICE A
FORMULAS

A.1. Formulas Aritméticas

a ¢ _ atc
"ty = %
a c __ ad+bc
" T d T b
5 —ad_ ad
.ﬁ_bc_bc

2P =y = (x4 y)(z—y)
w2y’ = (2t y) (@ — 2y +97)
2 -y = (2 —y) (2?4 2y + o)

s Férmula binomial:
(x+y)” — x”—l—naz”_1y+n(n2_1)3:”_2y2+' . ._|_(Z)$n—kyk_|_, . .+n$yn—1+yn

donde (Z) _ k(k—1)~-7;b(!k—n+1)

= Principio de induccién: para demostrar que la afirmacién S, es cierta
para todo nimero natural n > 1, se siguen los siguientes tres pasos:
1. Se demuesta que 5, se cumple para n = 1
2. Se toma como hipdtesis que S, se cumple para n = k y luego se
demuestra que se cumple paran =k + 1
3. Por el principio de induccion se concluye que S,, se cumple para todo
numero natural n.
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A.2. Formulas Geométricas

— > ——

Area del tridangulo:
1 1
A=35-a-h,=5-a-c-senf.

Area del circulo:

A=m-r?

Longitud de la circunferencia:
C=2-7w-r

Area del sector circular:

A= % 2.0
Longitud de arco:
s=r-0

Volumen de la esfera:
V = % o3
Area de la esfera:

A=4-7-r.r?

Volumen del cilindro circular:

V=n-12-h
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s Volumen del cono circular:

V:%-’]T-T2-h

— > ———

Coordenadas del punto medio del segmento P, P, donde Pi(z1,y1) y
Py(x2,12):
(1‘1 + T2 hn +?JQ)
2 72

Ecuacion de la recta en la forma punto-pendiente, para la recta que
pasa por el punto (z1,y;) y con pendiente m:

y =y =m(x— 1)

Ecuacion simplificada de la recta con pendiente m y cuya ordenada en
el origen es b:

y=mx+b

Dos rectas no verticales de pendientes m; y msy respectivamente son
paralelas si y s6lo si m; = mo

Dos rectas de pendientes my y mo respectivamente son perpendiculares
siy solo si my-mg = —1

Ecuacién de la circunferencia con centro en (h, k) y radio r:

(= h)?*+(y—k)* ="

Ecuacién de la elipse con centro en (h, k) y semi-ejes a y b:

(=1 =R _

a? b2 !
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A.3. Trigonometria

= Medicién de angulos:
. o
7 radianes = 180°, 19 = 150 Tad, 1lrad = %

= Funciones trigonométricas de angulos importantes:

0° 02 gsenfh cosh tand

0 0 0 1 0
x NN

30° éﬁ é’ 5

0 T

A T T

0 T

60" 3 5 5 V3

900 T 1 0 _

s [dentidades fundamentales:

[ — 1 _ senf
cscl = sen 6’ sect = cos @’ tan ) = cos 0
cotf = ta1107 sen2f +cos?0 =1, 1+tan?f = sec’d

1+ cot?f = csc?f, sen(—0) = —senf, cos(—0) = cosl
tan(—0) = —tanf, sen(§ —0) =cosf, cos(§ —0)= send

tan(5 — 0) = cot 0

= Ley de senos: =% = COZﬂ = =

Ley de cosenos:

a’? = b>+ c® — 2bccos a
b? = a?® + ¢ — 2accos 3
c? = a®+b* — 2abcosy

b

= Férmulas con sumas y restas de angulos:
sen (a + ) = senacos f + cos asen 3
sen (aw — f) = senacos f — cosasen 3
cos(a + ) = cosacos f — senasen 3

cos(av — B) = cosavcos f + senasen 3
__ tana+tanf

tan(o + 8) = {50 tan 5
_ tana—tanf

tan(o — f) = T o tan s
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= Férmulas de angulos dobles
sen 2a = 2sen o cos «

cos2a = cos® o — sen’a = 2cos? —1 = 1 — 2sen %«
_ 2tana
tan 2a = 1—tan® o

= Férmulas de angulo mitad

sen 2a _ 1—cos2a

2
1+cos2a

2
COs™ @ = 5

= Férmulas de productos
sen avcos 3 = %[Sen (a+ B8) + sen(a — B)]
cosacos 3 = [cos(a + B) + cos(a — )]
senasen § = 3[cos(a — ) — cos(a + )]

s Formulas de sumas de senos o cosenos
sena + sen f = 2sen (242) cos(%452)
cosa+cos =2 cos(aJ“B) COS(#)

a+6) ﬂ)

cosa — cos § = 2sen ( sen (%5

A.4. Tabla de Integrales

s Formas elementales:

1. Por partes: [udv=uww — [vdu, 2. [u"du= ’;7::11 —1,

3. [ =In|ul + C, 4. [e"du=e"+C,

5. [a“du={+C, 6. [ senudu = —cosu+ C,

7. [cosudu = senu+ C, 8. [sec’udu =tanu + C,

9. [esc?udu = —cotu+ C, 10. [secutanudu = secu + C,

11. [escucotudu = —cscu + C, 12. [tanudu = —In|cosu| + C,

13. [cotudu = In|senu| + C, 14. [secudu = In|secu + tanu| + C,
15. [escudu =In|cscu — cotu| + C, 16. f du T = sen 1%+ C,

17. [ o8y = Ltan™ 2 4 C, 18. [ 5t —iln!g—tgHC,

19. fuu2a Lsec Y+ C,
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= Formas trigonometricas:

20. [ sen?udu = ju — §sen2u+ C,

21. [cos® udu = ju+ fsen2u+ C,

22. [tan*udu = tanu — u + C,

23. [cot?udu = —cotu —u+ C,

24. [ sen*udu = —3(2 4 sen?u)cosu + C,

25. [cos®udu = 3
1
2

26. [tan®udu = Ltan®u + In|cosu| + C,

(2 + cos®u)senu + C,

27. [cot® udu = —3 cot> u — In | senu| + C,

28. [sec®udu = Lsecutanu + 1 In|secu + tanu| + C,

29. [esc®udu = —3 cscucotu+ 3 In|escu — cotul + C,
30. [ senausenbudu = Se;l(gl__bl;)“ — Se;l(gﬂl;)u, si a? # 12,
31. [ cosaucosbudu = Seg(g:s)“ + Se;(gﬁl)’)", si a? # b2,

32. [ senaucosbudu = —CO;((;L__:))“ - Co;((s;r:))u, si a? #1?,
33. [ sen"udu = —<sen" tucosu + 2+ [ sen"*udu,

34. [cos™udu = £ cos" tusenu + =2 [ cos"? udu,

35. [tan" udu = —5 tan™ ' u — [tan™ 2 udu, sin # 1

36. [cot"udu = ——= cot" tu — [cot" P udu, sin #1

37. [sec” udu = ﬁsec”ﬂutanu + Z—:f [sec"?udu, sin #1
38. [esc® udu = —ﬁ esc" 2w cotu + Z—:f [esc" 2 udu, sin #1
39. [usenu du = senu — ucosu + C,

40. [ucosu du = cosu+ usenu + C,

41. [u"senu du = —u"cosu+n [u""tcosu+ C,

42. [u"cosu du =u"senuw—n [u" 'senu+ C.
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= Formas que contienen v/u? + a?:

B (VP E@ du= VP E@ 4 Ehnfut VL@ +C,
44.fx/u+wdu:lnu+\/m+6',
45.f@du=\/m—a1n|@|+0,

46.f@du: u? —a? —asec”' ¥+ C,

AT fuz\/mdu:2(2u2:|:a2)\/m—éln|u+\/m|+0,
8. [ e du= 3V £ @ F S Infu+ Vi £+ C,

s Formas que contienen v/a? — u?:

49. [ Va2 —u? du = %Va®> —u? + gsen’lﬁ +C,

50. [ Y= gy = /a2 — 2 —a1n|—a+va2—“2| +C,

5l [ o= du=—3va> —u? + S sen ¥ 4 C,

52. [u*Va? —u? du= £(2u® —a )\/a —u? + Lsen Y 4 O,
= Formas que contienen exponenciales y logaritmos:

53. [ue du = (u—1)e* + C,

54. [ume" du=u"e" —n [u"te" du+ C,

55. [Inu du =ulnu —u+C,

56. fu Inu du = “J:f Inu — (n::;? +C,

57. [e™senbu du = - (asenbu —bcosbu) +

C,
58. [e™ cosbu du = %(acos bu + bsenbu) + C,

= Formas trigonométricas inversas:
59. [ sen'u du = usen tu -+ V1—u2+C,
60. [tan'u du=wutan'u — 3 In(1+ u?) + C,
61. [sectu du=musectu—In|u+ vVuZ—1|+C,
62. [usen 'u du=1(2u® — 1)sen lu+ 4V/1—u? + C,
63. futantu du = 3(u® +1)tantu — %+ C,
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64. [usectu du= %sec_lu — V2 —1+C,
n+1

n+1 u
1

65. [u"sen tu du = P senflu—%ﬂfﬁ du+C,sin# —1

n -1 _ untt -1, _ _1 unt! : -
66. [u"tan'u du = Y=g tan " u — 5 [ {m du+C,sin # —1

n -1 _ unt! -1, _ _1 u” : o
67. [u"sec™ u du= S5 sec u— 5 [ = du+C, sin#—1

» Otras formas utiles:

68. [ V2au —u? du = 5%/ 2au — u? + %sen_l% + C,

69. f\/#i—uz = Sen_1$ +C,
70. [Fute™ du=T(n+1)=nl, (n>0),

71 [ e du=1/T, (a>0),

a

72. f(f sen"u du = fof cos™ u du =

24:6-n 27
2:4-6--(n—1)

1-3-5-(n—1 . .
L35-m=lr = &y es un nimero entero pary n > 2,
357-n

si n es un numero entero impar y n > 3




APENDICE B

TEOREMAS DE

EXISTENCIA Y UNICIDAD

B.1. PRELIMINARES

a)

Si f(t,z) es continua y D es una regién acotada y cerrada, definida por
D={(t,x)/a<t<bc<x<d}cona,b,cdeR,

entonces f(t,x) es acotada V(t,z) € D, es decir, existe M > 0 tal que
| f(t.x) |, V(t,x) €D

Sea f(x) continua en el intervalo cerrado a < x < by derivable en el
intervalo abierto a < x < b entonces, el teorema del valor medio dice
que 3¢ € (a,b) tal que

f(b) = fla) = f(E)(b—a),

o también f(¢) = LB

Sea {x,(t)} una sucesién de funciones. Entonces se dice que z,,(t) con-
verge uniformemente (c.u.) a una funcién x(t) en el intervalo a <t <b
siVe >0, dN € N, N > 0 talque Vn > N y Vt €
[a,b] se cumple que |z, (t) —z(t)| <€

363
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d)

Si las funciones del nimeral ¢) son también continuas en [a, b] entonces
x(t) también es continua en [a, b]. Es decir, “El limite uniforme de fun-
ciones continuas también es continua”.

Sea f(t,x) una funcién continua en la variable z y supongamos que
{z,(t)} converge uniformemente a z(t) cuando x — oo entonces

lim f(t, 2,(1)) = f(t,2(t))

n—oo

Sea f(t) una funcién integrable en [a, b] entonces

[ 10 a< [iswla

y si|f(t)] < M (es decir f es acotada en [a,b] entonces
b b
/ ) dth/ dt = M(b— a)

Sea {x,(t)} una sucesién de funciones con |z, (t)] < M, Vt € [a,b]. Si
Yoo o | M, < oo (esdecir, Y7 M, converge absolutamente) entonces
{z,(t)} converge uniformemente en [a, b] a una funcién x(t). Este teo-
rema se le llama criterio M de Weierstrass para la convergencia
uniforme de series de funciones.

Si {z,(t)} converge uniformemente a x(t) en [a,b] y si f(¢,z) es una
funcién continua en la region

D=A(t,x)/a<t<b c<zx<d}
cerrada y acotada, entonces

b

b
lim f(s,z,(s)) ds = / lim f(s,z,(s)) ds =

n—o0 a n—o0

/abﬂs’iirié Tn(s)) ds = /abf(s, z(s)ds
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B.2. TEOREMA LOCAL DE EXISTENCIA
Y UNICIDAD, CASO UNIDIMENSIO-
NAL

A continuacion analizaremos las condiciones para la existencia y unicidad
del P.V.I. con la E.D. de primer orden:

2(t) = f(t,z(t)) con x(ty) =z (1)

Teorema B.1.

Sea f(t,z) continua para todos los valores de t y = donde la fun-
cion esta definida. Entonces el P.V.1. (1) es equivalente a la ecuacion
integral:

x(t) = xo —|—/t f(s,z(s)) ds (2)

(es decir, x(t) es solucion de (1)<=> z(t) es solucién de (2))

Demostracmn :>) Sl a:(t) satisface (1) entonces:

ft ) ds = fto ds = x(s)|j, = x(t) — x(to) = x(t) — xo
) ( ) satlsface (2) entonces derivando (2):
= fto f(s,2(s)) ds = f(t, (1))
v z(ty) = o + ftio f(s,z(s)) ds = xg |

Definicién B.1 (Funcién de Lipschitz). Sea
D={(t,x)/a <t <bjc<x<d}

cona,b,c,d € Rya<b, c¢<d;decimosque f(t,z) es continua de Lipschitz
en x sobre D, si existe una constante k, con 0 < k < oo tal que

|f<t,.§l]1) — f(t,.132>| S k"l’l - SCQ|, ‘v’(t,xl), (t,.TQ) eD

La constante k se le llama constante de Lipschitz.
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Nota:

a) Si f(t,x) es continua de Lipschitz en la variable = entonces f(¢,z) es
continua en la variable x, para t fijo.

b) Reciprocamente, no toda funcién continua es continua de Lipschitz.

Ejemplo 1. f(t,z)=+yr 0<t<1, 0<x<1
entonces f(t,x) es continua en D, pero

1
NG

pero \/LE — oo cuando x — 0 por tanto no hay constante de Lipschitz.

[f(t,2) = f(£,0)] = [Vz — 0] = —=|z = 0] Vx € (0,1)

Teorema B.2.
Sean f(t,x) y 2L(t,x) continuas en D entonces f(t, ) es continua de
Lipschitz en x sobre D.

Demostracién: sean (t,z1) y (t,z9) € D. Para t fijo (%)(t,x) es una fun-
cion en x, entonces por el Teorema del valor medio

0
3 € (21, 22) tal que |f(t,z2) — f(t,21)| = |(a—£)(t,x)||x2 — a1
Como % es continua en D, entonces es acotada en D, por lo tanto existe
0<k:<ootalque%(t,:n)§k‘, V(t,x) € D [

Definicién B.2 (Iteracién de Picard). Sea {xz,(t)} tal que
l’o(t) = Xo
x1(t) = xo + ftz f(s,20(s)) ds

a(t) = w0 + [} f(s.21(s)) ds

wn(t) = 20+ [1 f(5, 50 1(5)) ds

a esta sucesion se le llama las iteradas de Picard.
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X

Xo+b F----- 5
X0 1 |

Xo—b p-——--- |

to—06  to+d
: : t
to—a t() t0+a

Figura A.1

Teorema B.3 (Existencia).

Sea f(t,x) continua de Lipschitz en x con constante de Lipschitz k en
la region D de todos los puntos (t, x) que satisfacen las desigualdades
it —to] < a, |r— x| < b, entonces existe § > 0 tal que el P.V.I.
¥ = f(t,z), x(ty) = mo tiene soluciéon x = z(t) en el intervalo
[t —to] < 0.

Demostracién. (Ver figura A.1). Veamos que las iteradas de Picard con-
vergen uniformemente y dan en el limite la solucion a la ecuacion integral

v =10+ /t: F(s,a(s)) ds.

Como f es continua en D, entonces M > 0 tal que V(t,x) € D :
|f(t,x)| < M
Sea 0 = min{a, &
Pasos para la demostracion:

1. Veamos que las iteradas de Picard {z, ()} son continuas y satisfacen la
desigualdad |z, (t) — xo| < b (de esto se concluye que b— xg < x,(t) < b+ x0
y por tanto f(t,z,(t)) esta bien definida, ya que (t,z,(t)) € D)
xo(t) = o (la funcién constante siempre es continua)
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wi(t) = 2o+ [} f(t,wo(s)) ds = zo + [1 f(t,z0) ds

Como f(t, zo) es continua en (t, zy), entonces la integral también es continua,
luego 1 (t) es continua.

Similarmente z5(t) = z¢ + fti f(t,z1(s)) ds es continua ya que f(t,z(t)) es
continua y asi sucesivamente para n > 3,4, ...

Paran =0 |zo(t) — x| =0<10

Para n > 0:

t
2a(t) = a0l = | [ F(s,0-1(5))
t
/ t
< / £ (5, 2m1(s))] ds < M\/ ds| = Mt —to] < M5 < b
to to
(obsérvese que por eso se escogié & = min{a, & })
2. Veamos por induccion que:

o lt—t|®  MEMm
|2, (1) — 2pt (t)] < ME™? - < -

Sin=1:
|1 (t) = 2o (t)] = [21(¢) — 20| = I/t f(s,20(s)) ds|

t t t
=|/ F(s,0) ds|s|/ \f(s,xo!dS!IM\/ ds| = Mt — to| < M6
to to to

Supongamos que se cumple para n = m:

> |t _ t0|m kmflém
T (1) — Zpp_1 ()| < ME™! S M

Veamos que se cumple para n =m + 1:
En efecto, como f es de Lipschitz en x sobre D: existe £ > 0 tal que

\V’(t,l’l), (t7$2) : |f(t>$1) - f(t>$2)| < k‘|$1 - ZE2|

luego
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s (t) — ()] = | / F(5,2m(5)) ds — / £(5, Emr(s)) ds]
—| / (F (5,2 () —F (5, Zmr())) ds| < | / (5, 2m())— (5, T (5))] d
< [ foms) —mmer(o) s <k [ a2 gy

— ta|™ t — to|mtl sm+1
= kmM|/ ls = tol™ o ppg B =00 g O
o m! (m+1)! (m+1)!
3. Veamos que {z,(t)} converge uniformemente a una funcién x(t) para
t € [to — 0,10 + 0]; esto demostrard que z(t) es continua en [ty — 0, to + J].

En efecto, x,(t) — xo(t) = xn(t) — Tpo1(t) + 2p-1(t) — xp—2(t) + xpn_2(t) —

A (t) = wo(t) = 2 [m(t) — T (1))

pero por 2. se tiene
|2 (t) — o1 ()] < M% = MEZE con [t —to| <6

y como 320 |em(t) = wm (1) < 5300 BT = Bk — 1)

Por el criterio M de Weierstrass se concluye que

n

D [@n(t) = o ()]

m=1

converge absoluta y uniformemente para |t —tg| < § a una funcién tnica y(t).

Pero

n

y(t) = lm S (1) — 20t ()] = Mo [, (1) — 20(5)] = 1 (1) — 0 (t)

luego
lim z,(t) = y(t) + zo(t) = x(t)

n—oo

es decir, el limite de las funciones de Picard existe y es uniforme para
[t —to| < 6; es decir, x,(t) — x(t), para [t —to] <6
n—o0
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4. Veamos que z(t) es solucién de 2/(t) = xo + ftz f(s,z(s)) ds para
|t —to| <0
Como f(t,x) es continua en = y @,y — x(t), |t —to| <6

entonces

i f(t, 20 (1)) = f(t,2(t))

n—oo

luego, por la definicién de funciones de Picard

¢
z(t) = lim z,1(t) = zo + lim / f(s,x,(8)) ds
n— o0 n— o0 tO

L xo + /t lim f(s,2,(s)) ds = xo + /tf(s,x(s)) ds

n—oo
0 to

luego x(t) es solucion de 2/(t) = x¢ + ftz f(s,z(s)) ds [
Teorema B.4 ( Desigualdad de Gronwald).
Sea x1(t) una funcién continua y no negativa y si

x(t) < A+ Bl/t z(s) ds

donde A y B son constantes positivas para todo t tal que |t —to| < 0,
entonces z(t) < AePlt="l para |t —ty| <6

Demostracion: veamos el teorema para to < t < ty + 6. La demostracion
para tg — 0 <t <ty es semejante.

Definimos y(t) = B fti x(s) ds
luego ¥/ (t) = Bx(t) < B(A+ B fti x(s)ds) = AB + By(t)
luego y'(t) — By(t) < AB (1)

Pero L[y (t)e~BU—0)] = =Bl [y/(t) — By(t)]

Multiplicando (1) por e~ B(—t0)

d

dt
e integrando a ambos lados, desde ¢, hasta t y sabiendo que e~ B(t~%) > 0
entonces

(y(t)e_B(t_tO)) < ABe~Blt=to)

y(s)efB(tfto)‘t < _AefB(tfto)“i
0

to —
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y como y(to) = 0 entonces y(t)e Blt0) < A(1 — e~ Blt—t0))
luego

y(t) <A@ —1)

hip.
y como z(t) < A+ By(t) < AeBl-t) |

Teorema B.5 (Unicidad).

Supongamos que se cumplen las condiciones del teorema de exis-
tencia. Entonces x(t) = lim z,(t) es la tnica solucién continua en
n—oo

[t —to| <6 del P.V.L:2'(t) = f(t,x(t)) con z(ty) = xo (1)

Demostracién. supongamos que z(t) y y(t) son dos soluciones continuas y
distintas del P.V.I. (1) en |t — to] < 0 y supongamos que (¢,y(t)) € D para
todos |t — to] < 6.

Sea v(t) = |z(t) — y(t)| y por tanto v(t) > 0 y continua.
Como f(t,x) es continua de Lipschitz en x sobre D, entonces

o) =leo+ [ Fo(e) ds— (o [ flopf o) <

k\/|x —y(t ]ds]—k’|/ ds|<e+k]/ ) ds|, Ve>0

Por la desigualdad de Gronwall: v(t) < ee®l*=%! Ve > 0y por tanto v(t) <
0 y sabemos que v(t) > 0, de aqui que v(t) = 0 o sea que x(t) = y(t) |

Teorema B.6 ( Teorema de Picard).

Si f(t,z) y % son continuas en D. Entonces existe una constante
d > 0 tal que las funciones de Picard {z,(t)} convergen a una solucién
tinica y continua en [t —to| < 6 del P.V.I. (1)

Demostracion: es consecuencia directa del teorema A.2 y de los teoremas
de existencia y unicidad. |

Nota: este teorema se puede generalizar para sistemas de n ecuaciones
con n incognitas
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Teorema B.7 ( Teorema de Picard Generalizado).

Sea F un subconjunto abierto de R"™ que contiene a & y si fE CYE).
Entonces existe un a > 0 tal que el problema de valor inicial:

7= (%), Z0)=1,
tiene wuna solucién tnica en el Intervalo [—a,af(t,x) v
% son continuas en [D. FEntonces existe una constante
d > 0 tal que las funciones de Picard {z,(t)} convergen a una

solucion tnica y continua en |t — ty| < 6 del P.V.I. (1)

B.3. TEOREMAS LOCAL Y GLOBAL PARA
SISTEMAS DE E. D. LINEALES

Consideremos el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales:

l'll = fl(t,fbh. .. ,ZL’n) Jfl(t()) = T10
LUIQ = fg(t,l‘l, e ,SL’n) Ig(to) = T20
(B.1)
zl o= [ty m) wa(te) = 2o
T fl(t,l'l, Lo, ... ,I‘n) 10
T t, 1,9, ..., T T
R BT S R I
Ty fult,z1, 20, ..., 2y) Tno

o sea que vectorialmente el sistema anterior queda asi:
2 =TT B =7 (B.2)
donde | @] = /22 + - + 22 =norma de @

Si A, xn, hay varias maneras de definir la norma de A.

La mas sencilla es:
n n
AL = " lay]

i=1 j=1

Se puede mostrar que tanto para || @ || como para ||A| se cumple que:
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. —
)220y @] =0e7 =0
ii) |[a@| = |o|[|Z]| para todo « escalar.
iii) | @ + Y <2+ 17|
Ademds para el caso matricial también se cumple que |AZ || < ||A|||| 2|

Teorema B.8 (Teorema de existencia y unicidad).

Sea D la region n+ 1 dimensional (una parat y n para ?), sea [t—to| < a

v & =7 <.

Supongamos que f (t, ?) satisface la condicion de Lipschitz

20— Ft, @) <k|7— sl (%)

paral(t, ?1), (t, ?2) € D, donde k > 0. Entonces existe § > 0 tal que el
sistema B.2 tiene una solucién tinica @ en el intervalo [t —to] <6

Demostracién. La condicién (*) es consecuencia de que las f;(t, ) son de
Lipschitz, es decir

|fit,z11, o 21n) — fi(t mor, o, @0p)| < Ky Z |T1; — Xoy (%)

j=1

tomando

Lo anterior se deduce si se utiliza la desigualdad

1 n n
=Dl << D Ja)
=1 j=1

En efecto,

n

1720 - F @)l = | ST - filt, D)

=1

n n n

< Z(/ﬂZ!Jilj—wsz: DR lray — )’

i=1 i=1 j=1
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< Zkf(nH?l = T|)2 = |02 - 72”22/%2

= “H71 - 72H2

luego

También

|fi(t,x11, . 1) — filt,@o1, ..o o) < Ky ]n%ax |21 —moj] (k% %)

seees Tl

Verificar (**) y (***) es mas facil que verificar (*).

i (parai,j =1,...,n) son continuas en D, entonces son

acotadas en Dy las condlclones (M y (***) resultan por el teorema del valor
medio.

Ahora veamos la existencia y unicidad globales de soluciones de sistemas
lineales con coeficientes continuos.

Sea
B = AT + F (1), Tt =T, a<t<p (1)

y A(t) una matriz n x n |

Teorema B.9 (Existencia y unicidad para sistemas lineales).

Sean A(t) y ? una funcién matricial y vectorial respectivamente, con-
tinuasen o < t § (. Entonces existe una funcion vectorial tinica ?(t) que
es solucion de (1) en [, (]

Demostracién: definimos las funciones iteradas de Picard

To(t) =T,
Zi(t) = To+ / A(s)Zo(s) + F ()] ds

to
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Toa(t) = Fo+ / (A(s)Zn(s) + F (5)] ds

to

Claramente estas iteradas son continuas en [«, ] para n = 1,...,n. Como
A(t) es una funcién matricial continua, entonces

sup ||A(¢ ||—sup ZZMZ] ) =k < o0

a<t<p <t<B = o1

Sea
M= sup [ADTo+ £ ()] < oo

a<t<pB

el cual existe ya que A(t) y ? ) son continuas en un cerrado.
i) Observemos que para cualquier par de vectores ?1, T y para

a<t<B, |A®Z+ FO- A0 T2+ F Ol = 40T — o)
gwmu?_?mswa—?m

luego la funcién A(t)?—l—? es de Lipschitz para cualquier z ya<t<p

ii) Por induccién, veamos que las iteradas de Picard satisfacen la desigual-
dad

||?n(t) — Yn_1(t)|| < Mk”—lw < M/{,‘n_l (6 - a)n

n! n!
Sin=1:

I (t) - Zo(t)l = |

/t
to

Supongamos que se cumple para n = m. Veamos que se cumple para
n=m+1:

/t: [A(s)?o + ?(5)} dsH <

A(s)?ovL?(s)H ds‘ <M /tt ds‘ = M|t —to| < M(5— )
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12 i1 (t) = T (t)]] <
AT () + 7 ()] - [A(s)?m,l(s) + 7 )] | as| <

@ 1 (5)| ds

_d’_

m!

_ M/{Zm|t to|™H! < Mkm(ﬁ aymtt [

(m~+1)! (m~+1)!

Nota: la diferencia entre estos teoremas y el A.3 es que en el caso lineal
la cota M puede definirse independiente de z, mientras que en el A.3 debe
restringirse x y t. Esta diferencia demuestra el resultado de existencia tinica
en todo el intervalo a <t < f3

Corolario B.1 (Teorema de existencia y unicidad global).

Sean A(t) y ? continuas en —oo < t < 0o. Entonces existe una

tinica solucién continua @ (t) de @ '(t) = A(t) Z(t) + ?(t) con
T (ty) = @ definida para todo —oo < t < 0o

Demostracién: supongamos que |tg| < n. Sea ?n(t) la tinica solucién de
T = )+ ? =7,

en el intervalo [t| < n la cual esta garantizada por el teorema anterior.
Notemos que @ ,(t) coincide con @ ,,x(t) en el intervalo [¢| < n para k =
1,2,....

Luego ?n(t) = lim,, 0o ?n(t) esta definida para todo t € R y es tunica, ya
que esta definida de manera unica en cada intervalo finito que contiene a
to [




APENDICE C

EXPONENCIAL DE
OPERADORES

Sea £(R™) el espacio de los operadores T": R™ — R".
Definicién C.1 (Norma de T).

|T|| = norma de T = I‘n|éx |T(Z)|
<1

donde |Z| es la norma euclidea de |Z| € R", es decir
Z) = \/2i + -+ a2

Propiedades: para S, T € £(R") se cumple
a). [T|z0y [T=0&T=0

b). para k € R: ||kT|| = |k|||T|]

o). I1S+TI<I[SI+IT]

Recordemos que en R"™ la representacién de un operador se hace por medio
de la matriz A, «, y utilizando la desigualdad de Cauchy-Schwars se llega a
que [|A|| < y/n ¢ donde ¢ es la maxima longitud de los vectores fila de A.

377
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Definicién C.2 (Convergencia de operadores). Una sucesion {T}}7°,
de operadores en £(R™) se dice que converge a un operador T € £(R")
cuando k — oo si para todo € > 0, existe N € N tal que para todo k > N se
cumple que

v lo denotamos asi
lim T, =T
k—00

Lema C.1. Para S, T € £(R") y ¥ € R" se cumple que
a). |T(z)] < [T ||

b) TSI < TS|

c). ||T*|| < ||T||* para k =0,1,2,...

Demostracién. a). para |Z| = |0 es inmediato
para ¥ # 0, definimos ¢ = %, por la definiciéon de norma para 7"

|Z]

o

1T =T (y)| = |T(

e

luego || T(Z|| < [Z[ | T
b). para |¥] < 1; por a).:
TS < T[S < 1T S]] 2]

luego
TS| = max |TS(@)] < IT] 1151

c). es inmediato a partir de b).

Teorema C.1.
Sea T € £(R") y tg > 0, entonces la serie

= Tkik
k!

k=0

es uniforme y absolutamente convergente para todo t < t
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Demostracién: sea ||T'|| = a; por ¢). en el lema anterior: para k =0, 1,2, ...

THE I att
e Earant
k! k! k!

ktk .. .
pero Y p, ak‘o = e vy por la prueba M de Wieirstrass concluimos que la
serie

= T*tk
k!
k=0
es uniforme y absolutamente convergente para todo |t| < g |
e o2 . T Tk
Definicién C.3 (Exponencial de un operador). e’ =3~ o

Propiedades:

i. eI es un operador lineal, es decir, el € £(R")

ii. [le”| < el (Ver Demostracién del Teorema A.9)

Si T € £(R™) entonces su representacién matricial la llamamos A,,x, con
respecto a la base canodnica de R”.

Definicién C.4 (Exponencial de una matriz). Sea A, .,. Para todo
t € R, definimos
eAt _ Aktk
k!

k=0

4t es una matriz n x n, la cual calculamos en el Capit-

Si A, «, entonces e
ulo 7.
También se demuestra de la misma manera que en el Teorema A.9, que

le]| < eI, donde [|A]| = |T| y T(7) = A &

Teorema C.2.
Si S, T € £(R") entonces

a). Si ST =T S entonces e5T = 5 T

b). <€T> R
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Demostracién. a). Como S T = T S, entonces por el Teorema del bi-
nomio

SiTk
S+T)" =n! .
| ) jJ;n JUk!

Teniendo en cuenta que el producto de dos series absolutamente con-
vergentes es absolutamente convergente, entonces

S+T SITF NS = T
eS+T=Z Z Z k! :ZﬁZHZGSGT

n=0 n=0 j+k=n n=0 n=0

b). haciendo S = —T en a).: > =1 =¢e"T e y por tanto (7)™ =e T
[

Ahora veamos el teorema de la derivada de una exponencial matricial.

Teorema C.3 (Derivada de una funcién exponencial matricial).

Sea A una matriz cuadrada, entonces

dAt

A At
€ ¢

Demostraciéon: como A conmuta consigo mismo, entonces por el Teorema
C.2 y la definiciin de exponencial matricial, se tiene que

d pAt+h) _ oAt B AR T
_ = lim-— — i ¢
dte hlg(l) h hlgcl) ¢ h
A%h Akpk—1
=eMlm lim (A+—+ .  +——
h—0 k—00 21 k!
= Ae™




APENDICE D
TEOREMA DE LIENARD

Dijimos en el capitulo 8 que la E.D.

P d
d—tf + f(x) d—f Ygle) =0 (D.1)

se le llama ecuacién de Liénard y el sistema equivalente, llamado sistema de
Liénard, es

@y
gllt (D.2)
d_gzi =—g(x) — f(x)y

o 4 {fl_t ; / wf(:n)d:v} =S E@) (DY)

esto ultimo sugiere que hagamos el siguiente cambio de variable
Z=Y+ F (iL‘ )7

donde F(x) = [ f(x)dx, con este cambio de variable el sistema D.2 queda
convertido en el sistema

dx

— =z — F(z)

d

di (D.4)
i = —g(x)
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y eliminando ¢ nos queda la E.D.

dz _ —g(x)
dr  z—F(x)

Para la demostracién del Teorema de Liénard (Ver el texto Differential Equa-
tions and Dynamical Systems de Lawrence Perko) necesitamos hacer G(z) =
Jy 9(x)dz, utilizar la funcién de energia u(z, z) = % + G(x) y tengamos en
cuenta que la derivada de una funcion impar es una funcion par y la integral
definida entre 0 y = de una funcién impar es una funcién par.

Teorema D.1 ( Teorema de Liénard).

Sean F(x) y g(x) dos funciones tales que:
i. Ambas son continuas asi como sus primeras derivadas para todo x.

ii. F(z)y g(x) son impares, tales que xg(x) >0 parax # 0y F(0) =0,
F'(0) < 0.

iii. F'(z) tiene un tinico cero positivo en x = a; es negativa para(0 < x < a;
es positiva y mondtona creciente para x > a 'y F(x) — oo cuando
T — 00,

entonces la ecuacion (D.4) tiene un tnico ciclo limite que rodea al origen
en el plano de fase y a ella tienden en forma de espiral todas las demas
trayectorias cuando t — 0o, es decir, es un ciclo Iimite estable.

z

Fy

Py
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Demostracion. Antes de comenzar la demostracion del teorema, tengamos
en cuenta que la condicién i. garantiza, por el teorema de Picard, la existencia
de una solucién tnica por cada punto del plano de fase XY. la condicién ii.
y la continuidad de g, implica que ¢(0) = 0, por lo tanto (0,0) es el tnico
punto critico del sistema D.4, el campo de direcciones sobre el eje Z positivo
es horizontal y hacia la derecha (porque % > 0y % = 0) y sobre el eje
Z negativo es horizontal y hacia la izquierda, sobre la curva z = F(x) el
campo de direcciones es vertical y dirijido hacia abajo si x > 0 (porque
‘fl—f =0y % < 0) y es vertical y dirijido hacia arriba para x < 0. También,
como el sistema D.4 es invariante al cambiar (x, z) por (—x, —z) entonces,
si I'(z(t), 2(t)) es una trayectoria del sistema D.4 entonces I'(—z(t), —z(t))
también es una trayectoria del mismo sistema, esto quiere decir que si ['y es
una trayectoria cerrada del sistema (o sea es periddica) entonces deber ser
simétrica respecto al origen.

Sea I' una trayectoria cualquiera del sistema D.4 y sean P; puntos sobre la
trayectoria con coordenadas (x;, z;) para i = 1,2,3,4 (Ver el figura). Por
la forma del campo de direcciones sobre el eje Z positivo y sobre la curva
z = F(x), la trayectoria I' que pasa por P, debe cruzar verticalmente y
hacia abajo, la curva z = F(x) en el punto P, y por tanto debe cruzar
horizontalmente y hacia la izquierda el eje Z negativo.

Debido a la invarianza del sistema al cambiar (x, z) por (—z, —z), entonces
[' es una trayectoria cerrada si y solo si /) y P, son simétricos respecto
al origen, es decir, si y solo si z4y = —zy y utilizando la funciéon de energia
u(z,z) = % + G(x) se deberfa cumplir que u(0, z4) = u(0, zp). Sea A el arco
que va desde P, hasta P, sobre la trayectoria I' y definamos la funcién ¢(a)
como la siguiente integral de linea

o(a) = /Adu = u(0,y4) — u(0,yo)

donde « es la abscisa del punto P,, es decir a = x5, veamos que I' es una
trayectoria cerrada del sistema si y solo si ¢(a)) = 0, para ello mostremos que
la funcién ¢(a) tiene exactamente una raiz o = g para ag > a. Notemos
que sobre I’

ou ou , dx
_ — _ = = —— F
du axdx + aZalz G'(z)dx + zdz = g(x)dx + (dt + F(x))dz
y como g(z) = —% ydz = g—;dx y utilizando la regla de la cadena, concluimos
que
d d d dr d
du=—"de+ Zdz + F(x)dz = e+ S g+ F(x)dz =

dt dt dt dt dx
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= —%dm + %dm + F(x)dz = F(z)dz
Si a < a entonces F(z) < 0y dz = —g(x)dt < 0y por tanto du > 0 o sea
que ¢(a) > 0, luego u(0, z4) > u(0, zp), en conclusién cualquier trayectoria I'
que cruce la curva z = F(x) en un punto P, con 0 < x5 = a < a debe ser no
cerrada.
Ahora veamos que para todo o > a, la funcién ¢(«) es mondtona decreciente
y decrece desde el valor positivo ¢(a) hacia —oo cuando « crece en el intervalo
[0, 00).
Para a > a como en la figura, descomponemos el arco A en tres arcos: A;
que va desde P, hasta P;, A que va desde P, hasta P3, A3 que va desde P
hasta P, y definimos las tres funciones (que son integrales de linea):

o) = | i (o) = / . dafo) = / a

por lo tanto, ¢(a) = ¢1(a) + ¢2(a) + P3(a). A lo largo de I' se tiene que

%da: = z@dx — %%dm’ = z%d:c — %dx

- <g(x) + z%) do = <g(:c) - Zz—g(—;)(x)> ) ffx_ﬁzijj) .

A lo largo de los arcos Ay y Az, F(z) <0y g(x) >0y #I(I) =dt > 0, por
lo tanto ¢1(a) > 0y ¢3(a) > 0y alo largo de Ay F(z) >0y g(x) >0y
#“(I) = dt > 0, por lo tanto ¢o(c) < 0. Como las trayectorias I' del sistema
D.4 (por el Teorema de Picard) no se cruzan, entonces un aumento de «
implica que el arco A; sube (o lo que es lo mismo el punto Py sube), el arco
A, baja (o lo que es lo mismo el punto P, baja) y en el arco As el punto P,
se desplaza hacia la derecha (o sea que x5 = o aumenta ).

A lo largo de A; los limites de integracién con respecto a x de la integral de
linea permanecen constantes (zg =0y z; = a) y para cada z fijo de [0, a], al
aumentar «, sube el arco A;, lo cual quiere decir que se incrementa z y por

tanto el integrando %)(gz()x) de la integral de linea disminuye y por lo tanto

dx) dz dz dz dz dz dz

¢1(av) decrece.

A lo largo de Az los limites de integracion con respecto a x de la integral de
linea permanecen constantes (3 = a y x4 = 0) y para cada z fijo de [0, a] al
aumentar «, baja el arco As, lo cual quiere decir que z decrece y por tanto
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% de la integral de linea disminuye en magnitud y por

lo tanto ¢3(a) decrece, puesto que

¢3(a):/a0—;7_(35—]}((]9(59)6)dmz/0a

A lo largo de A,, escribimos du = F'(z)dz, como lo dijimos anteriormente, las
trayectorias no se interceptan, un aumento de o implica que P, se desplaza
hacia la derecha, como a lo largo de As los limites de integracion con respecto
a z permanecen constantes (son zj y z3) y ademads para cada z en el intervalo
[23, 21], al incrementar = se incrementa F(z) y por lo tanto

el integrando

—F(x)g(x)

z — F(x) de

decrece, en particular para x = «, ¢3(«) es decreciente. Hemos encontrado
que ¢1(a), ¢2(a) v ¢3(a) son decrecientes, por lo tanto ¢(a) es monétona
decreciente para o > a.

Falta por demostrar que ¢(a) — —oo cuando o — o0, para ello basta con
demostrar que ¢2(a) = —oo cuando o — oo. Como a lo largo de As, du =
F(z)dz = —F(x)g(x)dt < 0, entonces para € > 0 suficientemente pequetio y
teniendo en cuenta que F'(z) es monétona creciente para > a 'y z3 < 0:

(6(a)] = —/Z3F(a:)dz _ / Fa)dz > /21_6F(x)dz

21 23 z3+€

> F(e) /,ZI_6 dz = F(e)(z1 — 23 — 2¢)

> F'(€)(z1 — 2¢)

pero como 2y > 23 ¥ 29 — o0 cuando xo = o — 00, por lo tanto |¢ps(a)| — oo
cuando o — 00 0 sea que ¢9(a) — —oo cuando o — 0.

Como ¢(a) es una funcién continua que decrece monoténicamente desde
el valor positivo ¢(a) hacia —oo entonces existe un ag en (a,00) tal que
o(ap) = 0, por lo tanto existe una dnica trayectoria cerrada I'y que pasa por
el punto (ag, F(a)).

Para finalizar, como ¢(«) < 0 para a > «p entonces por la simetria del
sistema D.4, para a # g la sucesién de los puntos de interseccién con el
eje Z de las trayectorias I' que pasan por el punto (a, F'(«)), tienden a la
ordenada z de interseccién de I'y con el eje Z, es decir, Iy es un ciclo limite
estable. |
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APENDICE E
FRACCIONES PARCIALES

Expondremos a continuacién un método para hallar fracciones parciales,
distinto al expuesto tradicionalmente en los cursos de Calculo. Este método
es util en el Capitulo de Transformada de Laplace.

E.1. Factores lineales no repetidos.

Consideremos la fracciéon
N(s) N(s)
D(s) (s—a1)(s—az)...(s—a,)

donde N (s), D(s)son polinomios de coeficientes reales y el grado de N(s) es
menor que el grado de D(s) y no tienen factores comunes. Entonces

N(S) . Al i A2 i i An
(s—ay))(s—as)...(s—a,) s—ay s—ay  S—ap

multiplicando ambos lados por s—a; y hallando el limite del resultado cuando
s — a; se obtiene

donde M; es el denominador obtenido después de haber suprimido el factor
s —a; en D(s).
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Método 1. Para hallar el numerador de la fraccion simple % de una
fraccién propia
N(s) N(s)
D(s) (s—ai)(s—a3)...(s—a,)’
se suprime el factor s — a; en el denominador de % y se sustituye s por a;
en la suprecion.

Ejemplo 1. Descomponer en fracciones parciales

N(s) _ s2+s+1
D(s) s(s—1)(s+2)

Solucién. %ﬁiz) =44 A2 4 A3 donde D(s) = s(s = 1)(s + 2)

Por el método 1.

A = N — 024041 _ 1
L7 -D(s+2) |,y (0-D(0+2) — 2
_ N(s) _ 124141
Ay = s(s42) |y (D(A+2) — 1
_ N(s) _o(=2)%—241 _ 1
Ag = s6—1) | _o  (=2(=2-1) 2

E.2. Factores Lineales Repetidos.

()
Empleamos el simbolo [%} , para designar el nimero obtenido al
sustituir s por a en j;- [%], es decir,
N(s)19  d [ N(s)
M(s)|, dst|M(s)],._,
entonces
N(S) Al AQ Ak
= . E.1
M) s —aF ~ (—af " Goapi T gy PO (B

donde ¢(s) y sus derivadas son continuas en a; multiplicando E.1 por (s —a)*
y derivando k — 1 veces con respecto s y hallando los valores de los A; al
cambiar s por a se obtiene
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Método 2.

N(s)/M(s) _ [N/M] [N/MIP - [N/M]D
(s—a) O —a)f " U(s—a)t " 2(s —a)t2
[N/ M

(k—1Dl(s—a)

+

+¢(s)

donde ¢(s) y sus derivadas son continuas en a.

Ejemplo 2. Descomponer en fracciones parciales

5s? — 23s
(25— 2)(2s + 1)

Solucion.

5s? — 23s 1 5s?—23s

(25 —2)(25s + 4% 32(s—1)(s+2)*
L[ ] INMO® NS (/)
32 |00(s+2)F " 1(s+273  2(s+2)2  3(s+2)  0(s—1)

donde N(s)/M(s) = Bs*-23s N(s)/Ma(s) = 552935

s—1 (s+2)4

Por el método 2. se tiene

[ N(s) | ©) _ 5(=22-23(-2) _ 99

| Mi(s) |, —2—1

[ N(s) | @ _ 5s2-10s+23 . [N(s) ](1) _ 5(=2)?-10(=2)+23 _ 7

el (5-1)2 Mis) |, (—2-1)2
] = e = g6t — [M9]" = g =
Tae) . Gt = wl(fs))}(; = oo = s

AJL(& (0) 5(Ss2+_22)§18 N [ ]\]/\[[2(55))}?) _ % _ %
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Luego
55> —23s
(25 —2)(2s +4)*
1 [ —22 7 3 3 -
- + + + + =
32 |0l(s+2)*  1(s+2)2 2l(s+2)2 3l(s+2) 0Ol(s—1)
1 22 7 2 1 2 1 2 1
= |- + += += - =
32| (s+2)*  (s+2)2 3(s+2)?2 9(s+2) 9(s—1)

E.3. Factores Cuadraticos.
Sea
N{(s)
M(s)[s — (a +1ib)][s — (s — (a — ib)]
con M(a+ib) # 0. A los factores s — (a +ib), s — (a —ib) les corresponden
la suma de fracciones parciales
A+iB N A—iB
s—(a+1ib) s—(a—1b)’

Para hallar A+ iB o A — iB se procede de la misma manera que en el caso
a). (Método 1.), es decir, se suprime el factor s — (a + ib) (0 s — (a — ib)),

quedando m y luego se cambia s por a + ib, es decir,
, N(a + ib) , N(a —ib)
A+iB= ———F—— A—iB =
L VI PEWATY " (e — i) (—2i)
Ejemplo 3. Descomponer en fracciones parciales
§2 42
s(s?2 +2s+2)
Solucién.
52+ 2 B 52+ 2 B
s(s24+25+2)  s(s—(=1+1)(s—(=1—1))
A B +iC N B —iC
s s—(=14+1i) s—(=1-—1)
A= 5242 _ 0242  __ 1

T 242542 =0 T0242(0)4+2
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o~ N(=144) (= 149)%2+2 1
B+iC = M(—1r92i1 — (1+o2 @ ¢
por lo tanto B=0, C' =1

5242 _ 1 i —i
luego sy = 5 T iy T =

E.4. Factores Cuadraticos Repetidos.

Sea
N(s)
N(s) _ [M(s)(s—(a—ib))k] _
M(s)(s — (a+1ib))*(s — (a —ib))* (s — (a+ b))k
Al +1iBy Ay + 1By A+ 1By,

Go@rd) T eoaray— Tt oy OV

Se procede de la misma manera que en b). (Método 2.) y se obtiene que

. 1 N(S) (3-1)
Aj +iBj = — .
! T =D [ M(s)(s — (a—ib))k s=a+ib
1 &’ N(s)
(j— 1) ds? M(s)(s— (a— b))k s—adtib
para j=1,...,k.
Ejemplo 4. Descomponer en fracciones parciales
52 +8
s(s? — 4s + 8)?
Solucion.
s +8 s +8 B
s(s2 —4s+8)2  s(s— (24 20)%(s — (2 —2i))2
A+ B +:iC n B —iC n D+ N D —iF
s [s—2+2)2 [s—(2-20)? s—(2+4+2i) s—(2—20)
donde
A= (32i41_i8)2 o 8% - %
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o N(s) )
B+iC = — ~ -
OV [M(s)(s —(2—20)% ] ,_y 0
(2 +2i)2 + 8 (242248 1

24 2)[(2+2)— (2—-20)]2 (2+20)4i2 4

luegoB:—Z—in:O.

N(S) :| (1)
d N(s) - ]
ds [ M(s)(s— (2 — 2i))?

§=2+421

s2(s — (2 — 2i))3

§=2+2i
1 3.
=—— — —1
16 16
luego D = —% y E= -
por lo tanto
s+ 8 -
s(s2 —4s+8)2
11 1 1 1 1
8s 4 (s—(2+2i)2 4 (s—(2—2i))?
1 1+ 3 1 1

16 s— (2+2i) 16 s— (2 — 2i)




